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Група А

Задача 1. Дадена е квадратната матрица A = (ak,l) от ред
n ≥ 2 с елементи ak,l = (k − l)3 . Да се пресметне рангът на
матрицата.

Решение: Нека tk,l = k3 , uk,l = 3k2l , vk,l = 3kl2 и wk,l = l3 .
Тогава A = T − U + V −W , rank B = rank A . Имаме rank T =
rank U = rank V = rankW = 1 , следователно rank A ≤ 4 . Поне-
же
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то rank A = 2 за n = 2, 3 и rank A = 4 за n ≥ 4 .

Задача 2. а) Да се докаже, че ако функцията f : R → R

удовлетворява условията

1) f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) за всички x, y ∈ R

и
2) съществува константа c, за която f(x) ≤ cx за всяко x ∈ R ,

то f(x) = cx за всяко x ∈ R .

б) Да се докаже, че горното твърдение не е вярно, ако R се
замени с [0, +∞) .

Решение: а) Имаме (за всеки x, y ∈ R )

f(x) = f((x− y) + y) ≤ f(x− y) + f(y) ≤ c(x− y) + f(y) , или

f(x)− cx ≤ f(y)− cy .

С размяна на местата на x и y получаваме противоположното
неравенство, откъдето

f(x)− cx = f(y)− cy за всеки x, y ∈ R .

При y = 0 намираме f(x) − cx = f(0) . От друга страна пър-
вото условие (при x = y = 0 ) ни дава f(0) ≥ 0 , а второто (при
x = 0 ) ни дава f(0) ≤ 0 , т.е. f(0) = 0 .
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б) За случая [0, +∞) разглеждаме функцията f(x) =
x

x+ 1
.

За всеки x, y ∈ [0, +∞) имаме

f(x+ y) =
x+ y

x+ y + 1
=

x

x+ y + 1
+

y

x+ y + 1

≤ x

x+ 1
+

y

y + 1
= f(x) + f(y) .

Неравенствата f(x) ≤ x за x ≥ 0 и f(x) < x за x > 0 също са
ясни.

Задача 3. Да се пресметне сумата на реда
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Решение: Имаме
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Група Б

Задача 1. В Декартова координатна система с начало O са

дадени елипсата
x2

a2
+
y2

b2
=1 и точка M0 от нея. Ако M е точка

от елипсата, да се пресметне максималното лице на триъгълника
OM0M .

Решение: Нека x = a cos t, y = b sin t, t ∈ [0, 2π) са парамет-
ричните уравнения на елипсата. Тогава лицето на триъгълника
OM0M е равно на

S =
1

2
|−−−→OM0 ×

−−→
OM | = 1

2
|(a cos t0, b sin t0, 0)× (a cos t, b sin t, 0)|

=
ab

2
| sin(t− t0)|.

Следователно най-голямата стойност на S е равна на ab
2 . Тъй

като тя се достига при t = t0 ± π
2 , то следва, че при всеки избор

на точката M0 най-голямото лице на триъгълника OM0M е равно
на ab

2 .

Задача 2. Дадена е матрицата A = A(x) = (x−1)I+E , където
E е единичната матрица от трети ред, а I е матрица от трети ред,
на която всички елементи са единици.

а) Да се реши уравнението detA(x)− e2−x − 3 = 0.

б) Да се пресметне A2015.

в) Да се пресметнат най-малката и най-голямата стойности на
функцията

f(x) = detAn − detAn+1

в интервала [0, 1], n ∈ N.

Решение: а) Матрицата е 3х3 и като се използва например
правилото на Сарус, се намира detA(x) = 3x−2. Уравнението има
вида 3x − e2−x − 5 = 0. Непосредствено се установява, че x = 2 е
решение. Функцията φ(x) = 3x−e2−x−5 е непрекъсната и растяща
в интервала (−∞,+∞) (φ′(x) = 3 + e2−x > 0), следователно x = 2
е единственото решение на уравнението.

б) Очевидно I2 = 3I. По формулата за Нютонов бином:
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An =
∑n

k=0 C
k
n [(x− 1)I]

k
E =

= E +
∑n

k=1 C
k
n(x− 1)kIk =

= E +
∑n

k=0 C
k
n(x− 1)k3k−1I =

= E + I
3

∑n

k=0 C
k
n [3(x− 1)]

k
.1n−k − I

3 =
= 1

3 [(3E − I) + (3x− 2)nI] =

= 1
3





(3x− 2)n + 2 (3x− 2)n − 1 (3x− 2)n − 1
(3x− 2)n − 1 (3x− 2)n + 2 (3x− 2)n − 1
(3x− 2)n − 1 (3x− 2)n − 1 (3x− 2)n + 2



 .

в) detAn = (3x−2)n, detAn+1 = (3x−2)n+1. Следователно фун-
кцията f(x) = (3x−2)n−(3x−2)n+1, като f(0) = 3(−2)n и f(1) = 0.
Производната f ′(x) = 3(3x − 2)n−1 [3n+ 2− (3n+ 3)x] се нулира
за x = 2

3 ∈ (0, 1) и x = 3n+2
3n+3 ∈ (0, 1). При n - нечетно f(x) има

единствен локален екстремум: fmax

(

3n+2
3n+3

)

= 1
n+1

(

n
n+1

)n

, следо-
вателно

min
x∈[0,1]

f (x) = f(0) = 3(−2)n и

max
x∈[0,1]

f (x) = f

(

3n+ 2

3n+ 3

)

=
1

n+ 1

(

n

n+ 1

)n

.

При n - четно f(x) има два локални екстремума: fmin

(

2
3

)

= 0 и

fmax

(

3n+2
3n+3

)

= 1
n+1

(

n
n+1

)n

, следователно min
x∈[0,1]

f (x) = f
(

2
3

)

=

f(1) = 0 и max
x∈[0,1]

f (x) = f (0) = 3.2n.

Задача 3. Функцията f(x) има производна в интервала
[0, 2015] и f(0) = f(2015) = 0. Докажете, че съществуват числа
x, y ∈ (0, 2015) такива, че f ′(x) = 2015f(x) и f(y) = 2015f ′(y).

Решение: Нека g(x) = f(x).e−kx. Тогава g(0) = g(2015) = 0.
По теоремата на Рол съществува zk ∈ (0, 2015) такова, че g′(zk) =
0. Но g′(x) = f ′(x).e−kx − k.f(x).e−kx. За x = zk получаваме
f ′(zk) = k.f(zk). За k = 2015 и k = 1

2015 следва твърдението.

Група В

Задача 1. Дадени са функциите f(x) =
1

x− 1
и g(x) =

x2015

x− 1
.

Да се докаже, че
f (2015)(x)

g(2015)(x)
е константа.
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Решение: В сила е представянето

g(x) =
x2015 − 1 + 1

x− 1
= x2014 + x2013 + · · ·+ x+ 1 + f(x).

Тогава имаме f (2015)(x) = g(2015)(x), следователно
f (2015)(x)

g(2015)(x)
= 1.

Задача 2. Дадени са кривата h :
x2

1− b
+

y2

b
= 1 (b < 0) и

правата l : x − 3y = 0, които се пресичат в точките A и B. Да
се пресметне стойността на параметъра b, за която отсечката АВ

има минимална дължина.

Решение: Координатите на пресечните точки са решения на

системата

∣
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∣

∣

x2

1−b
+ y2

b
= 1

x− 3y = 0
⇔
∣

∣

∣

∣

y2 = b(1−b)
8b+1

x = 3y
. От условието след-

ва, че тя трябва да има две решения (кривата h пресича права-
та l в две точки). Понеже b < 0, то b ∈

(

−∞,− 1
8

)

. Пресечни-

те точки на h и l имат координати: A

(

−3
√

b(1−b)
8b+1 ,−

√

b(1−b)
8b+1

)

и

B

(

3
√

b(1−b)
8b+1 ,

√

b(1−b)
8b+1

)

, а дължината на отсечката АВ е |AB| =
√

40b(1−b)
8b+1 . Трябва да се намери най-малката стойност на функ-

цията f(b) = b(1−b)
8b+1 в интервала

(

−∞,− 1
8

)

. Производната f ′(b) =
−8b2−2b+1
(8b+1)2 , функцията f(b) намалява в интервала

(

−∞,− 1
2

)

и рас-

те в интервала
(

− 1
2 ,− 1

8

)

. Следователно при b = −1

2
има единствен

локален екстремум, който се явява и най-малката й стойност.

Задача 3. Нека P е сумата от всички 2 × 2 матрици, чиито
елементи са числата 0, 1, 2 и 3, без да се повтарят. Да се пресметнат
матриците:

а) S =
1

36
P ;

б) S2015 ;

в) S2015 −M2015, където M =

(

1 −
√
3√

3 1

)

.

Решение: а) Всяка матрица с търсеното свойство може да
се отъждестви с пермутация на числата 0, 1, 2 и 3. Така всяка от
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цифрите 0, 1, 2 и 3 се намира на една и съща позиция в точно шест
различни пермутации. Следователно всеки елемент на матрицата
P ще бъде равен на 6 · (0 + 1 + 2 + 3) = 36.

Оттук следва, че P =

(

36 36
36 36

)

и S =

(

1 1
1 1

)

.

б) За ниските степени на S забелязваме равенствата S1 = 20 ·
(

1 1
1 1

)

= 20 ·S , S2 = 21 ·
(

1 1
1 1

)

= 21 ·S , S3 = 22 ·
(

1 1
1 1

)

=

22 · S , т.е. ако допуснем, че Sk = 2k−1 ·
(

1 1
1 1

)

= 2k−1 · S, то

използвайки равенствата Sk+1 = Sk · S и S2 = 2 · S по метода на
математическата индукция получаваме верността на равенството

Sn = 2n−1 ·
(

1 1
1 1

)

= 2n−1 · S, за всяко n ∈ N.

Следователно S2015 = 22014 ·
(

1 1
1 1

)

= 22014 · S.

в) За да намерим матрицата M2015, първо ще разгледаме сте-

пените на матрица от вида Φ =

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

. За тeзи мат-

рици с помощта на формулите за синус и косинус на сума и ме-
тода на математическата индукция лесно се доказва равенството

Φn =

(

cosnϕ − sinnϕ
sinnϕ cosnϕ

)

.

Сега като вземем предвид, че cos π
3 = 1

2 и sin π
3 =

√
3
2 можем да

запишем матрицата M по следния начин M = 2·
(

1
2 −

√
3
2√

3
2

1
2

)

=

2 ·
(

cos π
3 − sin π

3
sin π

3 cos π
3

)

. Следователно

M2013 = 22013 ·
(

cos 2013π
3 − sin 2013π

3
sin 2013π

3 cos 2013π
3

)

= 22013 ·
(

cos 671π − sin 671π
sin 671π cos 671π

)

= 22013 ·
(

cosπ − sinπ
sinπ cosπ

)

= 22013 ·
(

−1 0
0 −1

)

.
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Тъй като M2 = 2 ·
(

−1 −
√
3√

3 −1

)

, то

M2015 = M2013 ·M2

= 22014 ·
(

−1 0
0 −1

)

·
(

−1 −
√
3√

3 −1

)

= 22014 ·
(

1
√
3

−
√
3 1

)

.

Окончателно получаваме

S2015 −M2015 = 22014 ·
(

0 1−
√
3

1 +
√
3 0

)

.
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