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1 Åëåìåíòè îò òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà

Åäíî îò íàé�âàæíèòå ïîíÿòèÿ â ìàòåìàòèêàòà å ïîíÿòèåòî ìíîæåñòâî èëè ïðîñòðàíñòâî,
êúäåòî àêñèîìàòè÷íî ñà äåôèíèðàíè ñúîòíîøåíèÿ ìåæäó åëåìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî. Â
òîçè ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å â ìíîæåñòâîòî å çàäàäåíà ñòðóêòóðà íà ñúîòâåòñòâèå.

Â òàçè ãëàâà ùå ïðèïîìíèì íÿêîè îñíîâíè ïîíÿòèÿ, îçíà÷åíèÿ è ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè
ñ òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà.

1.1 Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíè îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâà

Â ìàòåìàòèêàòà ñå ñðåùàò ðàçíîîáðàçíè ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâîòî îò åñòåñòâåíèòå ÷èñëà
N, ìíîæåñòâîòî îò ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà Q, ìíîæåñòâîòî îò ðåàëíèòå ÷èñëà R, ìíîæåñòâîòî
íà êîìïëåêñíèòå ÷èñëà C, ìíîæåñòâîòî îò ñõîäÿùèòå ðåäèöè, ìíîæåñòâîòî îò íåïðåêúñ-
íàòèòå ôóíêöèè, ìíîæåñòâîòî îò ïîëèíîìèòå ñ öåëè êîåôèöèåíòè. Ïîíÿòèåòî ìíîæåñòâî
å òîëêîâà îáùî, ÷å å òðóäíî äà ìó ñå äàäå îïðåäåëåíèå â êîåòî äà íå ñå èçïîëçâà êàòî
ñèíîíèì íà ½ìíîæåñòâî� äóìàòà ½ñúâêóïíîñò� èëè ½ãðóïà åëåìåíòè�.

Íå å íåîáõîäèìî äà äàâàìå òî÷íî îïðåäåëåíèå íà ïîíÿòèåòî ìíîæåñòâî, çàùîòî íèå
ñâîáîäíî èçïîëçâàìå ïîíÿòèåòî ìíîæåñòâî, êàêòî â æèâîòà, òàêà è â íàóêàòà è âñè÷êè ñìå
íàÿñíî çà êàêâî ãîâîðèì.

Ìíîæåñòâàòà ùå ãè îçíà÷àâàìå ñ ãëàâíèòå áóêâè A,B,C, . . . X, Y, Z, . . . ,Γ,Λ, à åëå-
ìåíòèòå íà ìíîæåñòâîòî ùå ãè îçíà÷àâàìå ñ ìàëêèòå áóêâè a, b, c, . . . , x, y, z, . . . α, β, γ . . . .
Çàïèñâàìå, ÷å åëåìåíòà a ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî A ñ a ∈ A è çàïèñâàìå, ÷å åëåìåíòà
a íå ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî A ñ a 6∈ A. Àêî çà âñåêè åëåìåíò a êîéòî ïðèíàäëåæè
íà A å èçïúëíåíî, ÷å ïðèíàäëåæè è íà B çàïèñâàìå A ⊆ B, êàòî íå èçêëþ÷âàìå, A è B
äà ñå ñúñòîÿò îò åäíè è ñúùè åëåìåíòè. Àêî ñúùåñòâóâà ïîíå åäèí åëåìåíò îò B, êîéòî
íå ïðèíàäëåæè íà A, òîãàâà çàïèñâàìå A ⊂ B. Â òåçè äâà ñëó÷àÿ êàçâàìå, ÷å A å ïîäìíî-
æåñòâî íà B. Íàïðèìåð N ⊂ Q ⊂ R ⊂ C. Êàçâàìå ÷å äâå ìíîæåñòâà A è B ñúâïàäàò, àêî
A ⊆ B è B ⊆ A. Çàïèñâàìå, ÷å ìíîæåñòâàòà A è B ñúâïàäàò ñ A = B.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Íåêà å äàäåíà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà {An}∞n=1.
Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {An}∞n=1 å ìîíîòîííî ðàñòÿùà îòíîñíî âêëþ÷âàíå, àêî

A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ An+1 . . .

Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {An}∞n=1 å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà îòíîñíî âêëþ÷âàíå, àêî

A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ An+1 . . .

Ïîíÿêîãà íå çíàåì îòíàïðåä, äàëè äàäåíî ìíîæåñòâà ñúäúðæà äîðè è åäèí åëåìåíò
(íàïðèìåð ìîæåìà äà ðàçãëåæäàìå ìíîæåñòâîòî îò êîðåíèòå íà äàäåíî óðàâíåíèå). Ïî-
ðàäè òàçè ïðè÷èíà å óäîáíî äà èçïîëçâàìå òàêà íàðå÷åíîòî ïðàçíî ìíîæåñòâî, êîåòî íå
ñå ñúñòîè îò íèêàêâè åëåìåíòè è ãî îçíà÷àâàìå ñ ∅ è ïðèåìàìå ÷å çà âñÿêî ìíîæåñòâî A
å èçïúëíåíî ∅ ⊆ A.
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Ôèãóðà 1: Îáåäèíåíèå è ñå÷åíèå íà ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1.2 Íåêà ñà äàäåíè äâå ìíîæåñòâà A è B:
à) îáåäèíåíèå íà ìíîæåñòâàòà A è B íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî C, êîåòî ñå ñúñòîè îò
âñè÷êè åëåìåíòè, êîèòî ïðèíàäëåæàò ïîíå íà åäíî îò ìíîæåñòâàòà A èëè B è ãî
îçíà÷àâàìå ñ C = A ∪B;
á) ñå÷åíèå íà ìíîæåñòâàòà A è B íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî C, êîåòî ñå ñúñòîè îò
âñè÷êè åëåìåíòè, êîèòî ïðèíàäëåæàò åäíîâðåìåííî è íà äâåòå ìíîæåñòâàòà A è B è
ãî îçíà÷àâàìå ñ C = A ∩B (Ôèãóðà 1).

Àíàëîãè÷íî ñå äåôèíèðà ñå÷åíèå è îáåäèíåíèå íà ïðîèçâîëíà ñúâêóïíîñò îò ìíî-
æåñòâà C = ∪αAα, C = ∩αAα. Ìíîæåñòâîòî C = ∪αAα ñå ñúñòîè îò âñè÷êè åëåìåíòè c,
êîèòî ïðèíàäëåæàò íà ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà Aα. Ìíîæåñòâîòî C = ∩αAα ñå ñúñòîè
îò âñè÷êè åëåìåíòè c, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà âñÿêî åäíî îò ìíîæåñòâàòà Aα.

Òåîðåìà 1.1 Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Òîãàâà ñà âåðíè ðàâåíñòâàòà:

(1) A ∪B = B ∪ A, A ∩B = B ∩ A,

(2) (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C), (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C),

(3) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C), (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå äîêàæåì, ÷å (A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C). Äðóãèòå ðàâåíñòà ñå
äîêàçâàò àíàëîãè÷íî.

Íåêà x ∈ (A ∪ B) ∩ C. Ñëåäîâàòåëíî x ∈ C è x ∈ A ∪ B. Òîãàâà x ïðèíàäëåæè íà
ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà A ∩ C èëè B ∩ C è ñëåäîâàòåëíî x ∈ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

Íåêà ñåãà x ∈ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C), òîãàâà x ïðèíàäëåæè íà ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà
A∩C èB∩C. Ñëåäîâàòåëíî x ïðèíàäëåæè íà C è ïðèíàäëåæè íà ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà
A èëè B ñ êîåòî ïîëó÷èõìå, ÷å x ∈ (A ∪B) ∩ C. �

Îïðåäåëåíèå 1.3 Íåêà ñà äàäåíè äâå ìíîæåñòâà A è B. Ðàçëèêà íà ìíîæåñòâàòà A
è B íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî C, êîåòî ñå ñúñòîè îò âñè÷êè åëåìåíòè íà A, êîèòî íå ñà
åëåìåíòè íà B è ñå îçíà÷àâàìå ñ C = A\B.
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Ôèãóðà 2: Ðàçëèêà è ñèìåòðè÷íà ðàçëèêà íà ìíîæåñòâà

Â òåîðèÿòà íà ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà, ñå ñëó÷âà äà ñå ðàçãëåæäàò ìíîæåñòâà,
êîèòî ñà ïîäìíîæåñòâà íà íÿêîå îñíîâíî ìíîæåñòâîX. Òîãàâà ìíîæåñòâîòîX\A íàðè÷àìå
äîïúëíåíèå íà ìíîæåñòâîòî A è ñå îçíà÷àâà ñ Ac.

Îïðåäåëåíèå 1.4 Íåêà ñà äàäåíè äâå ìíîæåñòâà A è B. Ñèìåòðè÷íà ðàçëèêà ìíîæåñ-
òâàòà A è B ñå íàðè÷à ìíîæåñòâàòî (A\B)∪ (B\A) è ñå îçíà÷àâà ñ C = A∆B (Ôèãóðà
2).

Òåîðåìà 1.2 (ïðèíöèï íà äâîéíñòâåíîñò) Íåêà å äàäåíî ìíîæåñòâîòî X è íåêà Aα,
α ∈ Γ å ñúâêóïíîñò îò ïîäìíîæåñòâà íà X. Òîãàâà

à) X\(
⋃
α∈Γ

Aα) =
⋂
α∈Γ

(X\Aα);

á) X\(
⋂
α∈Γ

Aα) =
⋃
α∈Γ

(X\Aα).

Äîêàçàòåëñòâî: à) Íåêà x ∈ X\(∪αAα), òîâà îçíà÷àâà, ÷å x íå ïðèíàäëåæè íà ∪αAα
è ñëåäîâàòåëíî íå ïðèíàäëåæè íà íèòî åäíî îò ìíîæåñòâàòà Aα. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å x
ïðèíàäëåæè íà âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà X\Aα è ñëåäîâàòåëíî x ∈ ∩α(X\Aα).

Íåêà ñåãà x ∈ ∩α(X\Aα). Òîãàâà x å åëåìåíò îò âñÿêî åäíî îò ìíîæåñòâàòà X\Aα è
ñëåäîâàòåëíî íå ïðèíàäëåæè íà íèòî åäíî îò ìíîæåñòâàòà Aα, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å x 6∈ ∪αAα
è ñëåäîâàòåëíî x ∈ X\(∪αAα).

Äîêàçàòåëñòâîòî íà á) å àíàëîãè÷íî. �

Îïðåäåëåíèå 1.5 Íåêà ñà äàäåíè äâå ìíîæåñòâà A è B. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà
ìíîæåñòâàòà A è B íàðè÷àìå ñúâêóïíîñòòà îò íàðåäåíèòå äâîéêè åëåìåíòè (a, b),
êúäåòî a ∈ A è b ∈ B è ñå îçíà÷àâà ñ A×B.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå òðè óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:
à) A ⊆ B;
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á) A
⋃
B = B;

â) A
⋂
B = A.

Çàäà÷à 2. Íåêà A,B ⊆ X. Äîêàæåòå, ÷å:
à) A ⊆ B òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Bc ⊆ Ac;
á) A\B = A

⋂
Bc;

â) (A
⋃
B) = Ac

⋂
Bc è (A

⋂
B) = Ac

⋃
Bc (çàêîíè íà Äå Ìîðãàí).

Çàäà÷à 3. Íåêà Bn = [1, 1 + 1/n]. Íàìåðåòå:

à)
∞⋃
n=1

Bn; á)
∞⋂
n=1

Bn.

Çàäà÷à 4. Ãîðíà è äîëíà ãðàíèöà çà ðåäèöàòà îò ìíîæåñòâà {An}∞n=1 íàðè÷àìå

lim sup
n→∞

An =
∞⋂
n=1

∞⋃
i=n

Ai, lim inf
n→∞

An =
∞⋃
n=1

∞⋂
i=n

Ai.

à) îïèøåòå îò êàêâè åëåìíòè ñå ñúñòîÿò ìíîæåñòâàòà lim supn→∞An è lim infn→∞An;
á) äîêàæåòå, ÷å

∞⋂
n=1

An ⊆ lim sup
n→∞

An ⊆ lim inf
n→∞

An ⊆
∞⋃
n=1

An;

â) äîêàæåòå, ÷å àêî ðåäèöàòà {An}∞n=1 å ìîíîòîíî ðàñòÿùà èëè íàìàëÿâàùà ïî îòíîøåíèå
íà âêëþ÷âàíå íà ìíîæåñòâà, òî

lim sup
n→∞

An = lim inf
n→∞

An;

ã) äàéòå ïðèìåð íà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà çà êîèòî

lim sup
n→∞

An 6= lim inf
n→∞

An;

ä) äîêàæåòå, ÷å
X\(lim sup

n→∞
An) = lim inf

n→∞
(X\An).

Çàäà÷à 5. Çà äàäåíà ðåäèöà îò ìíîæåñòâà {An}∞n=1 êîíñòðóèðàéòå ðåäèöà {Bn}∞n=1, òàêà

÷å Bn ⊆ An, Bn

⋂
Bm = ∅ è

∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

Bn.

1.2 Èçîáðàæåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâà

Â ðåàëíèÿ àíàëèç ñå ðàçãëåæäàò ôóíêöèè f : X ⊆ R → Y ⊆ R, êàòî çà âñÿêî x ∈ X
ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî y ∈ Y , òàêà ÷å y = f(x). Ìíîæåñòâîòî X ñå íàðè÷à äåôèíèöèîííà
îáëàñò íà ôóíêöèÿòà f , à Y �îáëàñò îò ñòîéíîñòè íà f .

Ìîæåì äà îáîáùèì ïîíÿòèåòî ôóíêöèÿ, êàòî ðàçãëåæäàìå ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà
X è Y . Êàçâàìå, ÷å f èçîáðàçÿâà X â Y , àêî çà âñÿêî x ∈ X ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî y ∈ Y ,
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òàêà ÷å y = f(x) è òîâà ñå îçíà÷àâà ñ f : X → Y . ×åñòî äóìàòà ½ôóíêöèÿ� ñå èçïîëçâà,
êîãàòî X è Y ñà ìíîæåñòâà îò ðåàëíè ÷èñëà. Àêî X è Y ñà ïðîèçâîëíè ìíîæåñòâà ñå
èçïîëçâà äóìàòà ½èçîáðàæåíèå�.

Åëåìåíòà y ∈ Y , óäîâëåòâîðÿâàù y = f(x) íàðè÷àìå îáðàç íà x çà èçîáðàæåíèåòî f .
Íåêà y ∈ Y , ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè åëåìåíòè x ∈ X, çà êîèòî y = f(x) íàðè÷àìå ïðàîáðàç
íà y è îçíà÷àâàìå ñ f−1(y).

Íåêà A ⊆ X. Ìíîæåñòâîòî f(A) = {f(x) : x ∈ A} íàðè÷àìå îáðàç íà ìíîæåñòâîòî A.
Ìíîæåñòâîòî f−1(B) = {f−1(y) : y ∈ B ⊆ Y } íàðè÷àìå ïðàîáðàç íà ìíîæåñòâîòî B.

Îïðåäåëåíèå 1.6 Èçîáðàæåíèåòî f : X → Y íàðè÷àìå:
à) èíåêòèâíî, àêî f(x1) 6= f(x2) çà âñåêè äâå x1 6= x2;
á) ñþðåêòèâíî, àêî çà âñÿêî y ∈ Y ñúùåñòâóâà x ∈ X, òàêîâà ÷å f(x) = y;
â) áèåêòèâíî, àêî å èíåêòèâíî è ñþðåêòèâíî åäíîâðåìåííî.

×åñòî âìåñòî ñþðåêòèâíî èçîáðàæåíèå ñå êàçâà, ÷å èçîáðàæåíèåòî å �âúðõó� è âìåñòî
áèåêòèâíî èçîáðàæåíèå ñå êàâà, ÷å èçîáðàæåíèåòî å �âçàèìíî åäíîçíà÷íî�

Àêî åäíî èçîáðàæåíèåòî f : X → Y å áèåêòèâíî, òîãàâà çà âñÿêî y ∈ Y ñúùåñòâóâà
åäèíñòâåíî x ∈ X, òàêîâà ÷å f(x) = y. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ðàçãëåäàìå èçîáðàæåíèåòî
f−1(y) : Y → X, äåôèíèðàíà ïî ïðàâèëîòî: f−1(y) = x, àêî f(x) = y. Çà âñÿêî áèåêòèâíî
èçîáðàæåíèå f ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

x = f−1(f(x)), y = f(f−1(y)).

Òâúðäåíèå 1.1 Íåêà f : A ⊆ X → B ⊆ Y , òîãàâà:
à) f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B);
á) f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B);
â) f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).

Äîêàçàòåëñòâî: à) Íåêà x ∈ f−1(A ∪ B), ñëåäîâàòåëíî f(x) ∈ A ∪ B, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å
f(x) ïðèíàäëåæè íà ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà A èëè B. Ñëåäîâàòåëíî x ïðèíàäëåæè íà
ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà f−1(A) èëè f−1(B) è òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å x ∈ f−1(A) ∪ f−1(B).

Íåêà x ∈ f−1(A)∪ f−1(B), ñëåäîâàòåëíî x ïðèíàäëåæè íà ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà
f−1(A) èëè f−1(B). Òîâà îçíà÷àâà, ÷å f(x) ïðèíàäëåæè íà ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà A
èëè B è ñëåäîâàòåëíî f(x) ∈ A ∪B, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å x ∈ f−1(A ∪B).

á) è â) ñå äîêàçâàò àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà 1.3 (Êàíòîð�Áåðíùàéí) Íåêà A è B ñà äâå ìíîæåñòâà. Àêî ñúùåñòâóâàò
âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå f : A→ B1 ⊂ B è âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå
g : B → A1 ⊂ A, òî ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó A è B.

Äîêàçàòåëñòâî: Áåç äà íàìàëÿâàìå îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå,
÷å ìíîæåñòâàòà A è B íå ñå ïðåñè÷àò. Ùå ðàçáèåì ìíîæåñòâàòà A è B íà íåïðåñè÷àùè
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ñå ïîäìíîæåñòâà, òàêà ÷å äà ìîæåì äà êîíñòðóèðàìå âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå
ìåæäó ïîëó÷åíèòå ïîäìíîæåñòâàòà.

Íåêà x ∈ A å ïðîèçâîëíî èçáðàí. Ùå îïðåäåëèì ìíîæåñòâîòî {xn}∞n=0 èíäóêòèâíî.
Íåêà äà ïîëîæèì x0 = x. Àêî åëåìåíòà xn å âå÷å îïðåäåëåí, òîãàâà îïðåäåëÿìå xn+1 ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:
i) Àêî n å ÷åòíî ÷èñëî, òîãàâà ïîëàãàìå xn+1, äà áúäå åëåìåíòà, êîéòî óäîâëåòâîðÿâà
ðàâåíñòâîòî g(xn+1) = xn, àêî òàêúâ åëåìåíò ñúùåñòâóâà;
ii) Àêî n å íå÷åòíî ÷èñëî, òîãàâà ïîëàãàìå xn+1, äà áúäå åëåìåíòà, êîéòî óäîâëåòâîðÿâà
ðàâåíñòâîòî f(xn+1) = xn, àêî òàêúâ åëåìåíò ñúùåñòâóâà (Ôèãóðà 3).

Ôèãóðà 3: Òåîðåìà íà Êàíòîð�Áåðíùàéí

Âúçìîæíè ñà äâà ñëó÷àÿ:
1) Çà íÿêîå n åëåìåíòà xn+1 íå ñúùåñòâóâà. ×èñëîòî n ùå íàðè÷àìå ïîðÿäúê íà x.
2) Ðåäèöàòà {xn+1} å áåçêðàéíà. Òîãàâà ùå êàçâàìå, ÷å x èìà áåçêðàåí ïîðÿäúê.

Ðàçáèâàìå A íà ñëåäíèòå òðè ìíîæåñòâà: AE ñúñòîÿùî ñå îò åëåìåíòè, êîèòî èìàò
÷åòåí ïîðÿäúê; AO ñúñòîÿùî ñå îò åëåìåíòè, êîèòî èìàò íå÷åòåí ïîðÿäúê; AI ñúñòîÿùî ñå
îò åëåìåíòè, êîèòî èìàò áåçêðàåí ïîðÿäúê. Ðàçáèâàìå ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí è ìíîæåñòâîòî
B íà BE, BO è BI .

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å f èçîáðàçÿâà AE â BO è AI â BI , à g−1 èçîáðàçÿâà AO â BE.
Òàêà âçàèìíî åäíîçíà÷íîòî ñúîòâåòñòâèå Ψ, äåôèíèðàíî ñ

Ψ =

 f, x ∈ AE
⋃
AI

g−1, x ∈ AO

å òúðñåíîòî âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó A è B. Íàïðèìåð íà Ôèãóðà 3 òî÷-
êàòà x0 ∈ A èìà ïîðÿäúê 4, à òî÷êàòà y0 = f(x0) ∈ B èìà ïîðÿäúê 5 è òå ñà ñúîòâåòíè
ïðè èçîáðàæåíèåòî Ψ. �

Ôåëèêñ Áåðíùàéí (1878 � 1956) å ãåðìàíñêè åâðåèí. Òîé ïðîèçõîæäà îò ñåìåéñòâî íà

ó÷åíè - áàùà ìó ôèçèîëîã, à äÿäî ìó å ïîëèòè÷åñêè ïèñàòåë, ó÷åí, æóðíàëèñò, èçäàòåë, êîéòî

å èçèãðàâà âàæíà ðîëà â ñèíàãîãàëíàòà ðåôîðìà â Ãåðìàíèÿ. Êîãàòî Àëáåðò Àéíùàéí å áèë

äåòå, ìó å ïîïàäíàëà åäíà îò íàó÷íèòå êíèãè íà äàäÿòî íà Áåðíùàéí (Àðîí Áåðíùàéí) è

òÿ òîëêîâà ãî å âúçõèòèëå, ÷å òîâà ãî å íàêàðàëî äà ñå îòêàæå äà ñòàâà öèãóëàð, à äà ñå

çàíèìàâà ñ íàóêà. Ãåîðã Êàíòîð å ïðèÿòåë íà áàùà ìó è äîêàòî îùå å ó÷åíèê â ãèìíàçèÿòà
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Ôåëèêñ Áåðíùàéí ïîñåùàâà ñåìèíàðà íà Êàíòîð. Êàíòîð ïðåäëàãà íà Áåðíùàéí äà êîðèãèðà

äîêàçàòåëñòâîòî â òåîðåìàòà, çà ðàâíîìîùíîñò íà ìíîæåñòâà.

Ôèãóðà 4: Felix
Bernstein

Áåðíùàéí ïîëó÷àâà êóï ïîõâàëè îò Êàíòîð çà êîíñòðóêöèÿòà,

êîÿòî ïðåäëàãà. Â òîçè ìîìåíò âñå îùå ìëàäèÿò Áåðíùàéí èñêà äà

ó÷è èçêóñòâà, à íå ìàòåìàòèêà. Ïî�êúñíî òîé ñå îðèåíòèðà êúì ìà-

òåìàòèêàòà è ïîä ðúêîâîäñòâî íà Õèëáåðò è Êëàéí çàùèòàâà äè-

ñåðòàöèÿ ïî òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà. Áåðíùàéí åìèãðèðà â ÑÀÙ

ïðåç 1934 ã. Ïîëó÷àâà ñúãëàñèåòî íà ðúêîâîäñòâîòî íà Êîëóìáèéñêèÿ

óíèâåðñèòåò, ÷å ùå áúäå íàçíà÷åí íà ïîñòîÿíà äëóæíîñò, íî ðúêî-

âîäñòâîòî ñå îòìÿòà îò îáåùàíèåòî ñè. Òîâà äàâà ïîâîä çà ñëåäíèÿ

êîìåíòàð íà Ôèøåð (ãîëÿì àíãëèéñêè ìàòåìàòèê)½Áåðíùàéí, çàùî

íå äîéäåø â Àíãëèÿ? Â Àíãðèÿ äæåíòúëìåíñêîòî ðúêîñòèñêàíå å ðàâ-

íîñèëíî íà ïîäïèñàí äîãîâîð�. Áåðíùàéí ïîìàãà íà ìíîãî åìèãðèðàëè

ó÷åíè îò íàöèñêà Ãåðìàíèÿ äà ñè íàìåðÿò ðàáîòà. Ïî�ãîëÿìàòà ÷àñò

îò íàó÷íîòî òâîð÷åñòâî íà Áåðíùàéí å â îáëàñòòà ïðèëîæíàòà ìà-

òåìàòèêà, ñòàòèñòèêàòà, àêòþåðñòâîòî è ìàòåìàòè÷åñêàòà áè-

îëîãèÿ. Òîé äîêàçâà õèïîòåçàòà çà íàñëåäÿâàíåòî íà êðúâíàòà ãðóïà.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Ïîêàæåòå, ÷å íå å âÿðíî f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B).
Çàäà÷à 2. Íåêà f : X → Y . Äîêàæåòå, ÷å f−1(Y \B) = X\f−1(B).

Íåêà A å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî. Îçíà÷àâàìå ñ P(A) ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ïîäì-
íîæåñòâà íà A.
Çàäà÷à 3. Íåêà A è B ñà ìíîæåñòâà. Äîêàæåòå:
à) P(A)

⋃
P(B) ⊆ P(A

⋃
B);

á) P(A)
⋂
P(B) = P(A

⋂
B).

Íåêà A ⊂ X. Ôóíêöèÿòà XA : A → {0, 1}, ñå íàðè÷à õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèÿ è ñå
äåôèíèðà ñ

XA(a) =

 1, a ∈ A

0, a 6∈ A.

Çàäà÷à 4. Íåêà A å ìíîæåñòâî. Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà f : P(A) → {XB}B∈P(A), äåôè-
íèðàíà ñ f(B) = XB.
Çàäà÷à 5. Íàìåðåòå íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå, çà äà å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî
A×B = B × A.
Çàäà÷à 6. Íåêà f : X → Y å ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ. Äîêàæåòå:

à) f
(⋃

γ∈Γ Aγ

)
=
⋃
γ∈Γ f (Aγ);

á) f
(⋂

γ∈Γ Aγ

)
⊆
⋂
γ∈Γ f (Aγ);

â) Äàéòå êîíòðà ïðèìåð ñ êîéòî äà ïîêàæåòå, ÷å â òî÷êà á) íå íå ìîæå äà ñå çàìåíè ⊆ ñ
=.
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Çàäà÷à 7. Íåêà f : A→ B è g : B → C. Äîêàæåòå:
à) àêî f è g ñà èíåêòèâíè, òî è g ◦ f å èíåêòèâíà;
á) àêî f è g ñà ñþðåêòèâíà, òî è g ◦ f å ñþðåêòèâíà;
â) àêî f è g ñà áèåêòèâíè, òî è g ◦ f å áèåêòèâíà.
Çàäà÷à 8. Íåêà f : X → Y . Äîêàæåòå ÷å ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèå ñà åêâèâàëåíòíè:
à) f e èíåêòèâíà;
á) f(A

⋂
B) = f(A)

⋂
f(B) å â ñèëà çà âñåêè äâå ìíîæåñòâà A,B ∈ P(X).

Çàäà÷à 9. Íåêà f : X → Y å ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ. Äîêàæåòå:

à) f−1
(⋃

γ∈Γ Aγ

)
=
⋃
γ∈Γ f

−1 (Aγ);

á) f−1
(⋂

γ∈Γ Aγ

)
=
⋂
γ∈Γ f

−1 (Aγ);

â) f−1(Bc) = (f−1(B))
c.

1.3 Ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâî íà êëàñîâå

×åñòî ñå íàëàãà åäíî ìíîæåñòâî äà ñå ðàçáèâà íà ìíîæåñòâà, êîèòî íå ñå ïðåñè÷àò. Íàï-
ðèìåð ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå ðàâíèíàòà êàòî ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ïðàâè, êîèòî ñà
óñïîðåäíè íà îñòà Ox èëè äà å ðàçãëåæäàìå êàòî îáåäèíåíèåòî íà âñè÷êè îêðúæíîñòè ñ
öåíòúð êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî è ðàäèóñ r ≥ 0. Äðóã ïðèìåð å ðàçáèâàíåòî íà ìíîæåñòâà-
òà A è B â Òåîðåìàòà íà Êàíòîð-Áåðíùàéí (Òåîðåìà 1.3) íà ïîäìíîæåñòâà AE, AO, AI è
BE, BO, BI .

Êîãàòî åäíî ìíîæåñòâî X ñå ðàçáèâà íà ìíîæåñòâà, êîèòî âçàèìíî íå ñå ïðåñè÷àò,
êàçâàìå ÷å òî å ðàçáèòî íà êëàñîâå.

Ïðèçíàöèòå íà êîèòî ìîæå äà áúäå ðàçáèòî åäíà ìíîæåñòâî íà êëàñîâå ìîãàò äà
áúäàò ðàçëè÷íè. Íàïðèìåð ìîæåì äà ðàçáèåì ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òðèúãúëíèöè íà
êëàñîâå îò òðèúãúëíèöè ñ ðàâíè ëèöà. ßñíî å, ÷å àêî òðèúãúëíèêà ∆ABC å â åäèí êëàñ
ñ òðèúãúëíèêà ∆A1B1C1 è S∆A2B2C2 = S∆ABC , òî S∆A2B2C2 = S∆A1B1C1 .

Íåêà ðàçãëåäàìå äðóã ïðèìåð, äà êàæåì, ÷å äâå òî÷êè îò ðàâíèíàòà ñà â åäèí êëàñ,
àêî ñå íàìèðàò íà ðàçñòîÿíèå ïî�ìàëêî èëè ðàâíî íà 1. òàêà íÿìà äà ïîëó÷èì ðàçáèâàíå
íà ðàâíèíàòà íà êëàñîâå. Àêî x ñå íàìèðà íà ðàçñòîÿíèå 1 îò y âèíàãè ìîæåì äà íàìåðèì
òî÷êà z, êîÿòî å íà ðàçñòîÿíèå 1 îò x è íà ðàçñòîÿíèå ïî-ãîëÿìî îò 1 îò y. Ñëåäîâàòåëíî
ùå ïîëó÷èì, ÷å z òðÿáâà äà å â åäèí êëàñ ñ x è â ðàçëè÷åí êëàñ ñ y, êîåòî å íåâúçìîæíî.

Íåêà å äàäåí íÿêàêúâ ïðèçíàê ϕ, òàêà ÷å çà âñåêè äâà åëåìåíòà x, y ∈ X ìîæåì äà
êàæåì, ÷å èëè óäîâëåòâîðÿâàò òîçè ïðèçíàê èëè íå ãî óäîâëåòâîðÿâàò. Àêî åëåìåíòà x å
ñâúðçàí ñ åëåìåíòà y ñïðÿìî ïðèçíàêà ϕ îòáåëÿçâàìå xϕy. Íàïðèìåð àêî äâà òðèúãúëíèêà
∆ABC è ∆A1B1C1 èìàò ðàâíè ëèöà, à ϕ å ïðèçíàêà çà ðàâíîëèöåâè òðèúãúëíèöè òî
çàïèñâàìå ∆ABCϕ∆A1B1C1.

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å àêî x å ñâúðçàí ñ åëåìåíòà y ñïðÿìî ïðèçíàêà ϕ, òî íå å
çàäúëæèòåëíî äà å èçïúëíåíî, ÷å y å ñâúðçàí ñ åëåìåíòà x ñïðÿìî ïðèçíàêà ϕ. Íàïðèìåð
íåêà â ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà äà ðàçãëåäàìå ïðèçíàêà ≥ è äà ðàçãëåäàìå
÷èñëàòà 1 è 2. Òîãàâà î÷åâèäíî, ÷å 2 ≥ 1, íî 1 6≥ 2.
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Îïðåäåëåíèå 1.7 Êàçâàìå, ÷å ñúîòíîøåíèåòî ϕ å ñúîòíîøåíèå íà åêâèâàëåíòíîñò
àêî:
1. xϕx çà âñÿêî x ∈ X (ðåôëåêñèâíîñò);
2. àêî xϕy, òî yϕx (ñèìåòðè÷íîñò);
3. àêî xϕy è yϕz, òî xϕz (òðàíçèòèâíîñò).

Òåîðåìà 1.4 Óñëîâèÿòà åäíî ñúîòíîøåíèå ϕ äà å ðåôëåêñèâíî, ñèìåòðè÷íî è òðàíçè-
òèâíî ñà íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè, çà äà ìîæå ìíîæåñòâîòî X äà ñå ðàçáèå íà êëàñîâå.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà X å ðàçáèòî íà êëàñîâå, ò.å X =
⋃
α∈ΓXα è Xα

⋂
Xβ = ∅ çà âñåêè

äâå α, β ∈ Γ. Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñúîòíîøåíèåòî ϕ, äåôèíèðàíî ïî ñëåäíèÿò íà÷èí: xϕy
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî x è y ïðèíàäëåæàò íà åäíî è ñúùî ìíîæåñòâî Xα. Ùå ïðî-
âåðèì, ÷å òàêà äåôèíèðàíîòî ñúîòíîøåíèå å ñúîòíîøåíèå íà åêâèâàëåíòíîñò.
1. Î÷åâèäíî xϕx, çàùîòî x ∈ Xα, çà íÿêîå α ∈ Γ;
2. Àêî xϕy, òîãàâà ñúùåñòâóâà α ∈ Γ, òàêà ÷å x, y ∈ Xα è ñëåäîâàòåëíî yϕx;
3. Àêî xϕy è yϕz òîãàâà ñúùåñòâóâà α ∈ Γ, òàêà ÷å x, y ∈ Xα è îò y ∈ Xα ñëåäâà, ÷å z ∈ Xα

è ñëåäîâàòåëíî xϕz.
Íåêà ñåãà ϕ å ðåôëåêñèâíî, ñèìåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî. Íåêà äåôèíèðàìå ìíîæåñ-

òâàòà Xa = {x ∈ X : aϕx}. Îò ðåôëèêñèâíîñòòà íà ϕ ñëåäâà, ÷å a ∈ Xa è ñëåäîâàòåëíî
âñÿêî a ∈ X ïðèíàäëåæè íà íÿêîé êëàñ Xa.

Ùå ïîêàæåì, ÷å äâà êëàñà Xa è Xb èëè ñúâïàäàò èëè íÿìàò îáùè åëåìåíòè. Íåêà
ñúùåñòâóâà c ∈ Xa

⋂
Xb. Òîãàâà aϕc è cϕb è îò òðàçèòèâíîñòòà íà ϕïîëó÷àâàìå, ÷å aϕb.

Íåêà ñåãà x ∈ Xa å ïðîèçâîëåí åëåìåíò. Îò xϕa è aϕb ñëåäâà, ÷å x ∈ Xb. Àíàëîãè÷íî ñå
äîêàçâà, ÷å àêî y ∈ Xb, òî y ∈ Xa. Ñëåäîâàòåëíî, àêî ñúùåñòâóâà c ∈ Xa

⋂
Xb, òî Xa = Xb.

�

Î÷åâèäíî å ÷å èçîáðàæåíèÿòà ìåæäó äâå ìíîæåñòâà ñà òÿñíî ñâúðçàíè ñ ðàçáèâàíåòî
íà êëàñîâå. Ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî åëåìåíòè îò åäèí êëàñ âñè÷êè x ∈ X, çà êîèòî
f(x) ñà ðàâíè. Àêî å äàäåíî ðàçáèâàíå íà ìíîæåñòâîòî X íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f ,
êîÿòî íà âñÿêî a ∈ X ñúïîñòàâÿ êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò Xa â êîéòî âëèçà a.

Ìîæåì äà ðàçãëåäàìå èçîáðàæåíèå â ðàâíèíàòà, êîåòî ïðîåêòèðà âñÿêà òî÷êà âúðõó
îñòà Ox. Òàêà ïîëó÷àâàìå ðàçáèâàíå íà ðàâíèíàòà íà êëàñîâå îò ïðàâè, êîèòî ñà óñïîðåäíè
íà îñòà Oy.

Ìîæåì äà ðàçãëåäàìå åêâèâàëåíòíîñò â ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà, êàòî êàç-
âàìå ÷å äâå ÷èñëà ñà åêâèâàëåíòíè, àêî èìàò åäíàêâè äðîáíè ÷àñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.8 Íåêà å äàäåíî ìíîæåñòâîòî X. Îçíà÷àâàìå ñ X ×X ìíîæåñòâîòî
îò âñè÷êè íàðåäåíè äâîéêè (x, y), êúäåòî x, y ∈ X. Íåêà Rϕ ⊂ X × X. Êàçâàìå, ÷å ϕ å
áèíàðíî îòíîøåíèå â X àêî xϕy òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî (x, y) ∈ Rϕ.

Ïðèìåð çà áèíàðíî îòíîøåíèå å ðàâåíñòâîòî íà åëåìåíòè. Â òîçè ñëó÷àé ìíîæåñòâîòî
Rϕ ñå ñúñòîè îò åëåìåíòèòå (x, x), x ∈ X. Ìíîæåñòâîòî (x, x), x ∈ X íàðè÷àìå äèàãîíàë â
X ×X è îçíà÷àâàìå ñ ∆.
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Âñÿêî îòíîøåíèå íà åêâèâàëåíòíîñò å áèíàðíî îòíîøåíèå, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà óñ-
ëîâèÿòà:
1. ∆ ∈ Rϕ (ðåôëåêñèâíîñò);
2. àêî (x, y) ∈ Rϕ, òî (y, x) ∈ Rϕ (ñèìåòðè÷íîñò);
3. àêî (x, y) ∈ Rϕ è (y, z) ∈ Rϕ, òî (z, x) ∈ Rϕ (òðàíçèòèâíîñò).

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Êîè îò ñëåäíèòå îòíîøåíèÿ ñå ÿâÿâàò îòíîøåíèå íà åêâèâàëåíòíîñò:
à) Îòíîøåíèåòî = â R× R;
á) Îòíîøåíèåòî çà ïîäîáèå íà òðèúãúëíèöè;
â) Îòíîøåíèåòî ≤ â R× R.
Çàäà÷à 2. Êîè îò ñëåäíèòå îòíîøåíèÿ ñå ÿâÿâàò îòíîøåíèå íà åêâèâàëåíòíîñò:
à) Îòíîøåíèåòî Rm ⊂ N× N, R = {(a, b) : a− b ñå äåëè íà m ∈ N};
á) Îòíîøåíèåòî R ⊂ N× N, R = {(a, b) : a− b å ðàöèîíàëíî ÷èñëî m ∈ N};
â) Îòíîøåíèåòî R ⊂ (N × N) × (N × N), R = {((a, b), (c, d)) : ad = bc àêî bd 6= 0 èëè a =
càêî bd = 0};
ã) Îòíîøåíèåòî R ⊂ (N× N)× (N× N), R = {((a, b), (c, d)) : a+ d = b+ c};
ä) Îòíîøåíèåòî R ⊂ R2 × R2, R = {((a, b), (c, d)) : a = c};
å) Îòíîøåíèåòî R ⊂ R2 × R2, R = {((a, b), (c, d)) : b = d};
å) Îòíîøåíèåòî R ⊂ R × R, R = {(a, b) : a − [a] = b − [b]}, êúäåòî [a] å ôóíêöèÿòà öÿëà
÷àñò íà ÷èñëî.
Çàäà÷à 3. Êàçâàìå, ÷å äâå ïîëîæèòåëíè ôóíêöèè f, g : R→ R+ ñà åêâèâàëåíòíè, àêî

0 < lim
x→0

f(x)

g(x)
è lim
x→0

f(x)

g(x)
<∞.

Äîêàæåòå, ÷å òàêà äåôèíèðàíîòî ñúîòíîøåíèå å ñúîòíîøåíèå íà åêâèâàëåíòíîñò.

1.4 Èçáðîèìè ìíîæåñòâà

Ðàçãëåæäàéêè ðàçëè÷íè ìíîæåñòâà ìîæåì äà èì ñúïîñòàâèì ÷èñëà, êîèòî äà îïèñâàò
êîëêî åëåìåíòà èìà â òÿõ. Íàïðèìåð áðîé íà âúðõîâåòå íà äàäåí ìíîãîúãúëíèê, áðîé íà
ïðîñòèòå ÷èñëà, ïî ìàëêè îò äàäåíî ÷èñëî, áðîé íà ìîëåêóëèòå âîäà íà çåìÿòà. Âñÿêî îò
òåçè ìíîæåñòâà èìà êðàåí áðîé åëåìåíòè, áåç çíà÷åíèÿ äàëè çíàåì òî÷íèÿ èì áðîé èëè íå.
Èìà è äðóãè ìíîæåñòâà, êîèòî èìàò áåçáðîé ìíîãî åëåìåíòè. Íàïðèìåð âñè÷êè åñòåñòâåíè
÷èñëà, âñè÷êè îêðúæíîñòè â ðàâíèíàòà, âñè÷êè ïîëèíîìè ñ ðàöèîíàëíè êîåôèöèåíòè.

Ìîæåì äà ñðàâíÿâàìå áðîÿ íà åëåìåíòèòå íà äâå êðàéíè ìíîæåñòâà. Íî íå ìîæåì
äà ðàçñúæäàâàìå òàêà îòíîñíî áåçêðàéíèòå ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, êîè ñà ïîâå÷å îêðúæ-
íîñòèòå â ðàâíèíàòà èëè ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà; íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè â èíòåðâàëà [0, 1]
èëè ïðàâèòå â ïðîñòðàíñòâîòî.

Êàê ñðàâíÿâàìå äâå êðàéíè ìíîæåñòâà? Ìîæåì äà ïðåáðîèì åëåìåíòèòå íà åäíîòî
è íà äðóãîòî è äà ñðàâíèì êîå îò òÿõ èìà ïîâå÷å åëåìåíòè, íî ìîæå è äà íàìåðèì äà-
ëè ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó åëåìåíòèòå íà äâåòå ìíîæåñòâà.
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ßñíî å ÷å âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó äâå êðàéíè ìíîæåñòâà ñúùåñòâóâà,
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî äâåòå ìíîæåñòâà èìàò ðàâåí áðîé åëåìåíòè. Àêî ïîèñêàìå
äà ïðîâåðèì äàëè áðîÿ íà ñòóäåíòèòå è áðîÿ íà ñòîëîâåòå â åäíà çàëà å åäèí è ñúù íå
å íåîáõîäèìî äà áðîèì äâåòå ìíîæåñòâà, äîñòàòú÷íî å äà êàæåì âñåêè ñòóäåíò äà ñåäíå
íà åäèí ñòîë. Àêî âñåêè ñòóäåíò ñåäíå è íå îñòàíå ïðàçåí ñòîë çíà÷è ÷å äâåòå ìíîæåñ-
òâà èìàò ðàâåí áðîé åëåìåíòè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñìå íàìåðèëè áèåêòèâíî èçîáðàæåíèå
ìåæäó ñòîëîâåòå â ñòàÿòà è ñòóäåíòèòå. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å àêî çà ìíîæåñòâà ñ êðàåí
áðîè åëåìåíòè å âúçìîæíî äà ãè ñðàâíÿâàìå, êàêòî êàòî ãè áðîèì, òàêà è ñ òúðñåíåòî íà
áèåêòèâíî èçîáðàæåíèå, òî çà áåçêðàéíè ìíîæåñòâà å âúçìîæíî äà ãè ñðàâíÿâàìå ñàìî
÷ðåç óñòàíîâÿâàíå íà âçàèìíî åäíîçíà÷íè ñúîòâåòñòâèÿ.

Åäíî îò íàé-ïðîñòèòå áåçêðàéíè ìíîæåñòâà å ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå 1.9 Êàçâàìå, ÷å åäíî ìíîæåñòâà M å èçáðîèìî, àêî ñúùåñòâóâà âçàèìíî
åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó M è N.

Êàçàíî ñ äðóãè äóìè ìíîæåñòâîòî M å èçáðîèìî, àêî íåãîâèòå åëåìåíòè ìîãàò äà
ñå íîìåðèðàò âúâ âèä íà áåçêðàéíà ðåäèöà a1, a2, . . . , an, . . . èëè ñúùåñòâóâà âçàèìíî åä-
íîçíà÷íè ñúîòâåòñòâèå f : N → M è òîãàâà êàçâàìå, ÷å ñìå íîìåðèðàëè ìíîæåñòâîòî
M .

Ïðèìåð 1.1 Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè öåëè ÷èñëà Z å èçáðîèìî.

Íàèñòèíà ìíîæåñòâîòî Z ìîæåì äà ãî íîìåðèðàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

N 1 2 3 4 5 6 7 . . . 2n 2n+ 1 . . .

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ . . . ↓ ↓ . . .

Z 0 1 −1 2 −2 3 −3 . . . −n n . . .

Ìîæåì äà çàïèøåì è ÿâíà ôîðìóëà íà âçàèìíî åäíîçíà÷íîòî ñúîòâåòñòâèå f : N→ Z,

f(n) =


n

2
, n ÷åòíî

−n− 1

2
, n íå÷åòíî.

Ïðèìåð 1.2 Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ÷åòíè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà Z2n å èçáðîèìî.

Íàèñòèíà, ìîæåì äà ãî íîìåðèðàìå ÷ðåç ñúîòâåòñòâèåòî: f : N→ Z2n, f(n) = 2n.

Ïðèìåð 1.3 Ìíîæåñòâîòî M = {2, 22, 23 . . . 2n, . . . } å èçáðîèìî.

Íàèñòèíà, ìîæåì äà ãî íîìåðèðàìå ÷ðåç ñúîòâåòñòâèåòî: f : N→M , f(n) = 2n.
Íåêà {an}∞n=1 å áåçêðàéíà ÷èñëîâà ðåäèöà ñ ðàçëè÷íè åëåìåíòè. Íåêà ðàçãëåäàìå ïîä-

ðåäèöàòà �è {a2n}∞n=1. Òîãàâà ôóíêöèÿòà f : {an}∞n=1 → {a2n}∞n=1, çàäàäåíà ÷ðåç f(an) = a2n

å âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñâèå ò.å. {an}∞n=1 å åêâèâàëåíòíà íà {a2n}∞n=1 êàòî ìíîæåñòâî.
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Òâúðäåíèå 1.2 Âñÿêî ïîäìíîæåñòâî íà èçáðîèìî ìíîæåñòâî å èëè êðàéíî èëè èçáðî-
èìî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà A å èçáðîèìî ìíîæåñòâî è B ⊂ A. Íåêà äà íîìåðèðàìå åëåìåíòèòå
íà A: a1, a2, . . . an, . . . . Íåêà an1 , an2 , an3 , . . . ñà òåçè, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà B. Àêî ñðåä
÷èñëàòà n1, n2, n3, . . . èìà íàé-ãîëÿìî, òîãàâà B å êðàéíî, àêî ïúê íÿìà íàé�ãîëÿìî, òîãàâà
B å èçáðîèìî, çàùîòî an1 , an2 , an3 , . . . çàäàâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó B
è N ÷ðåç f(k) = ank

. �

Ïðèìåð 1.4 Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ðàöèîíàëíè ÷èñëà Q å èçáðîèìî.

Ôèãóðà 5: Ïðåáðîÿâàíå íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà

Äà ðàçãëåäàìå òàáëèöàòà (Ôèãóðà 5):

Íåêà f : N → Q å äåôèíèðàíî ñ ðåäèöàòà: f(1) =
1

1
, f(2) =

1

2
, f(3) =

2

1
, f(4) =

1

3
,

f(5) =
2

2
, f(6) =

3

1
, f(7) =

1

4
,....

Âúçìîæíî å äà ñå íàïèøå è ÿâíà ôîðìóëà çà ïîëó÷åíîòî ñúîòâåòñòâèå:

f(k) =
k − (n−1)n

2
+ 1

(n+1)n
2
− k + 2

, çà âñÿêî k ∈ [
(n− 1)n

2
− 1,

(n+ 1)n

2
] è âñÿêî n ∈ N.

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å â ãîðíàòà òàáëèöà íÿêîè îò ÷èñëàòà ñå ïîâòàðÿò, ò.å. ïîëó÷àâàìå,
÷å �ïî-ãîëÿìî� ìíîæåñòâî îòQ å èçáðîèìî è ñïîðåä Òâúðäåíèå 1.2 ñëåäâà, ÷åQ å èçáðîèìî.

Òâúðäåíèå 1.3 Îáåäèíåíèåòî íà êðàåí áðîé èçáðîèìè ìíîæåñòâà èëè èçáðîèì áðîé
èçáðîèìè ìíîæåñòâà å èçáðîèìî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà A1, A2, . . . ñà èçáðîèìè ìíîæåñòâà. Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å òå íå
ñå ïðåñè÷àò. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùå ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâàòà A1, A2\A1, A3\(A1 ∪ A2), . . . ,
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âñÿêî îò êîèòî å íàé-ìíîãî èçáðîèìî. Íåêà Ai = {aik}∞k=1. Ðàçãëåæäàìå òàáëèöàòà:

a11, a12, a13, a14, . . . , a1n, . . .

a21, a22, a23, a24, . . . , a2n, . . .

a31, a32, a33, a34, . . . , a3n, . . .

a41, a42, a43, a44, . . . , a4n, . . .

. . . , . . . , . . . , . . . , . . . , . . . , . . .

an1, an2, an3, an4, . . . , ann, . . .

. . . , . . . , . . . , . . . , . . . , . . . , . . .

è äåôèíèðàìå èçîáðàæåíèå f : N→
∞⋃
i=1

Ai, êàêòî ñå äåôèíèðà â Ïðèìåð 1.4. �

Òâúðäåíèå 1.4 Âñÿêî áåçêðàéíî ìíîæåñòâî ñúäúðæà èçáðîèìî ïîäìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà M å áåçêðàéíî ìíîæåñòâî. Èçáèðàìå a1 ∈ M . Îò ôàêòà, ÷å M å
áåçêðàéíî ñëåäâà, ÷åM2 = M\{a1} å áåçêðàéíî è ìîæåì äà èçáåðåì a2 ∈M2. Ìíîæåñòâîòî
M3 = M\{a1, a2} å áåçêðàéíî ñëåäâà, ÷å ìîæåì äà èçáåðåì a3 ∈ M3. Òàêà èíäóêòèâíî
èçáèðàìå ðåäèöà {an}∞n=1, êúäåòî an ∈Mn = M\{ak}n−1

k=1 îò ðàçëè÷íè åëåìåíòè. �

Îò Òâúðäåíèå 1.2 è Òâúðäåíèå 1.4 ñëåäâà, ÷å èçáðîèìèòå ìíîæåñòâà ñà ½íàé-ìàëêèòå�
ñðåä âñè÷êè áåçêðàéíè ìíîæåñòâà.

Äî òîçè ìîìåíò ñðàâíÿâàõìå âñå ìíîæåñòâà ñ ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà.
Ìîæåì äà ñðàâíÿâàìå ìíîæåñòâà îò ïðîèçâîëíî åñòåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.10 Êàçâàìå, ÷å äâå ìíîæåñòâà M è N ñà åêâèâàëåíòíè è ïèøåì M ∼
N , àêî ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó M è N .

Ïðèìåð 1.5 [a, b] ∼ [c, d] (Ôèãóðà 6).

Ïðèìåð 1.6 Ñôåðàòà è ðàçøèðåíàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà ñà åêâèâàëåíòíè (Ôèãóðà 7).

Ïðèìåð 1.7 (0, 1) ∼ R (Ôèãóðà 8).

Ðàçãëåæäàìå ñúîòâåòñòâèåòî y =
1

π
arctgx+

1

2
.

Îò ðàçãëåäàíèòå äî ìîìåíòà ïðèìåðè ñå âèæäà, ÷å âèíàãè áåçêðàéíèòå ìíîæåñòâà ñå
îêàçâàò åêâèâàëåíòíè íà íÿêîå ñâîå ïîäìíîæåñòâî. Íàïðèìåð Z ∼ N, Q ∼ N, (0, 1) ∼ R.
Òîâà ÿâëåíèå å õàðàêòåðíî çà áåçêðàéíèòå ìíîæåñòâà.
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Ôèãóðà 6: [a, b] ∼ [c, d]

Ôèãóðà 7: Ñôåðàòà è ðàçøèðåíàòà êîìïëåêñíà ðàâíèíà

Ôèãóðà 8: (0, 1) ∼ R

Òâúðäåíèå 1.5 Âñÿêî áåçêðàéíî ïîäìíîæåñòâî å åêâèâàëåíòíî íà íÿêîå ñâîå ïîäìíî-
æåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íàèñòèíà îò âñÿêî áåçêðàéíî ìíîæåñòâîM ìîæåì äà èçáåðåì èçáðîèìî
íåãîâî ïîäìíîæåñòâî A = {an}∞n=1. Íåêà ðàçáèåì A íà äâå ïîäìíîæåñòâà A1 = {a2n−1}∞n=1 è
A2 = {a2n}∞n=1. Î÷åâèäíî, ÷åA ∼ A1 è ñëåäîâàòåëíîA∪(M\A) = M ∼ A1∪(M\A) = M\A2,
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ò.å. M ∼M\A2. �

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Äîêàæåòå, ÷å àêî M å áåçêðàéíî ìíîæåñòâî, à A å íåãîâî èçáðîèìî ïîäìíî-
æåñòâî, òî M ∼ (M ∪ A).
Çàäà÷à 2. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïîëèíîìè ñ ðàöèîíàëíè êîåôèöèåíòè å
èçáðîèìî.
Çàäà÷à 3. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðàöèîíàëíè èíòåðâàëè (ò.å. èíòåðâàëèòå
ñ êðàèùà, êîèòî ñà ðàöèîíàëíè ÷èñëà) å èçáðîèìî.
Çàäà÷à 4. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè â ðàâíèíàòà ñ ðàöèîíàëíè êîîðäè-
íàòè å èçáðîèìî.
Çàäà÷à 5. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðåäèöè {xn}∞n=1, êîèòî èìàò ñàìî êðàåí
áðîé ðàçëè÷íè îò íóëà åëåìåíòè, êîèòî ñà ðàöèîíàëíè ÷èñëà å èçáðîèìî.
Çàäà÷à 6. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî Q å
à) èçáðîèìî îáåäèíåíèå íà çàòâîðåíè ìíîæåñòâà.
á) èçáðîèìî ñå÷åíèå íà îòâîðåíè ìíîæåñòâà.
Çàäà÷à 7. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî Q å
à) èçáðîèìî îáåäèíåíèå íà çàòâîðåíè ìíîæåñòâà.
á) èçáðîèìî ñå÷åíèå íà îòâîðåíè ìíîæåñòâà.
Çàäà÷à 8. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå ìíîæåñòâà ñà èçáðîèìè èëè êðàéíè:
à) âçàèìíî íå ïðåñè÷àùè ñå èíòåðâàëè âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà;
á) âçàèìíî íå ïðåñè÷àùè ñå êðúãîâå âúðõó äâóìåðíàòà ðàâíèíà;
ã) òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå íà ìîíîòîííà ôóíêöèÿ;
ä) òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå îò ïúðâè ðîä íà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà;
å) ñòîéíîñòèòå íà ëîêàëåí ìèíèìóì íà ôóíêöèÿ äåôèíèðàíà âúðõó èíòåðâàë.

1.5 Íåèçáðîèìè ìíîæåñòâà

Âñè÷êè ïðèìåðè äî ñåãà áÿõà ïðèìåðè íà èçáðîèìè ìíîæåñòâà. Âúçíèêâà âúïðîñúò, äàëè
ñúùåñòâóâàò áåçêðàéíè ìíîæåñòâà, êîèòî íå ñà èçáðîèìè.

Òåîðåìà 1.5 Ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà â èíòåðâàëà [0, 1] å íåèçáðîèìî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ÷å ìíîæåñòâîòî [0, 1] ìîæå äà áúäå íî-
ìåðèðàíî {αn}∞n=1. Íåêà ðàçãëåäàìå ÷èñëàòà x ∈ [0, 1] çàïèñàíè â äåñåòè÷åí çàïèñ x =
0, a1a2a3 . . . . Òîãàâà äà çàïèøåì ðåäèöàòà {αn}∞n=1:

α1 = 0, a11a12a13 . . . a1n . . .
α2 = 0, a21a22a23 . . . a2n . . .
α3 = 0, a31a32a33 . . . a3n . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
α4 = 0, an1an2an3 . . . ann . . .
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Âñÿêî ÷èñëî çàïèñàíî âúâ âèä íà êðàéíà äåñåòè÷íà äðîá 0, a1a2a3 . . . an, êúäåòî an 6= 0, ñúâ-
ïàäà ñ äåñåòè÷íàòà äðîá 0, a1a2a3 . . . an−1cn999999999 . . . , êúäåòî cn = an−1. Íåêà ïîñòðîèì
äðîáòà β = 0, b1b2b3 . . . bn . . . ïî äèàãîíàëíàòà ïðîöåäóðà íà Êàíòîð, à èìåííî bn 6= ann çà
âñÿêî n ∈ N. Òîãàâà β 6= αn çà âñÿêî n ∈ N. Ñëåäîâàòåëíî {αn}∞n=1 6= [0, 1] è òàêà ïîëó÷èõ-
ìå, ÷å ìíîæåñòâîòî [0, 1] íå ìîæå äà áúäå íîìåðèðàíî. �

Ùå íàïðàâèì è âòîðî äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 1.5.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà äîïóñíåì, ÷å ÷èñëàòà â èíòåðâàëà [0, 1] ìîãàò äà áúäàò íîìåðèðàíè è
ïîäðåäåíè â ðåäèöàòà {xn}∞n=1. Íåêà ðàçäåëèì èíòåðâàëà [0, 1] íà òðè ðàâíè ÷àñòè [0, 1/3],
[1/3, 2/3], [2/3, 1]. ×èñëîòî x1 ñúñ ñèãóðíîñò íå ñå ñúäúðæà â ïîíå åäèí îò èíòåðâàëèòå.
Íåêà äà îçíà÷èì òîçè èíòåðâàë ñ ∆1 (àêî íå ñå ñúäúðæà â äâà èíòåðâàëà, ìîæåì äà
ïðèåìåì, ÷å èçáèðàìå ïî äåñíèÿ èíòåðâàë îò äâàòà) è íåãî ñúùî äà ãî ðàçäåëèì íà òðè
ðàâíè ÷àñòè. Ùå ïîëó÷èì èíòåðâàë ∆2 ⊂ ∆1 â êîéòî íå ñå ñúäúðæà x2. Ïðîäúëæàâàéêè
òàêà ùå ïîëó÷èì ðåäèöà îò âëîæåíè åäèí â äðóã èíòåðâàëè, ñ äúëæèíè êëîíÿùè êúì íóëà.
Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà x ∈ ∩∞n=1∆n, íî ïî ïðåäïîëîæåíèå x òðÿáâà äà ïðèíàäëåæè
íà ðåäèöàòà {xn}∞n=1, ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà n ∈ N, òàêà ÷å x = xn 6∈ ∆n, êîåòî å
ïðîòèâîðå÷èå. �

Âñè÷êè ìíîæåñòâà, êîèòî ñà åêâèâàëåíòíè íà [0, 1], êàçâàìå ÷å èìàò ìîùíîñò êîíòè-
íóóì.

Ïðèìåð 1.8 Èíòåðâàëèòå [a, b] è (a, b) ñà íåèçáðîèìè.

Ïðèìåð 1.9 Ìíîæåñòâàòà R, R2 è R3 ñà íåèçáðîèìè.

Ïðèìåð 1.10 Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïðàâè â ðàâíèíàòà å íåèçáðîèìî.

Ïðèìåð 1.11 Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè â [0, 1] å íåèçáðîèìî.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Äîêàæåòå, ÷å ÷èñëàòà, êîèòî èìàò äâà ðàçëè÷íè äåñåòè÷íè çàïèñà ñà èçáðîèì
áðîé.
Çàäà÷à 2. Äîêàæåòå, ÷å:
à) àëãåáðè÷íèòå ÷èñëà ñà èçáðîèì áðîé;
á) òðàíöèäåíòíèòå ÷èñëà ñà íåèçáðîèì áðîé.
Çàäà÷à 3. Íàìåðåòå áèåêòèâíî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàòà [0, 1] è (0, 1).
Çàäà÷à 4. Èçáðîèìî èëè íå èçáðîèìî å ïîäìíîæåñòâîòî íà äâóìåðíîòî åâêëèäîâî ïðîñ-
òðàíñòâî êîåòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî, ÷å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó âñåêè äâå íåãîâè òî÷êè
å ðàöèîíàëíî ÷èñëî?
Çàäà÷à 5. Èçáðîèìî èëè íå èçáðîèìî å ïîäìíîæåñòâîòî íà äâóìåðíîòî åâêëèäîâî ïðîñò-
ðàíñòâî êîåòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî, ÷å ðàçñòîÿíèÿòà îò âñÿêà òî÷êà äî äâå ôèêñèðàíè
òî÷êè ñà ðàöèîíàëíè ÷èñëà.
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Çàäà÷à 6. Ìíîæåñòâîòî íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè äåôèíèðàíè âúðõó åäèíè÷íèÿ èí-
òåðâàë, åäèíè÷íèÿ êâàäðàò, åäèíè÷íèÿ êóá å íåèçáðîèìî.
Çàäà÷à 7. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè çàòâîðåí ìíîæåñòâà âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà å íåèçáðî-
èìî.

1.6 Ìîùíîñò íà ìíîæåñòâî

Àêî äâå êðàéíè ìíîæåñòâà ñà åêâèâàëåíòíè, òî òå ñå îò åäèí è ñúùè áðîé åëåìåíòè. Àêî
äâå áåçêðàéíè ìíîæåñòâà ñà åêâèâàëåíòíè, êàçâàìå ÷å òå èìàò åäíàêâà ½ìîùíîñò�. Çà êðàé-
íèòå ìíîæåñòâà íà ìîùíîñòòà ìîæåì äà ñúïîñòàâèì ÷èñëî. Ìîùíîñòòà íà ìíîæåñòâàòà
åêâèâàëåíòíè ñ ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ñå îçíà÷àâà ñ ℵ0 è ñå ÷åòå ½àëåô íóëà�.
Ìíîæåñòâàòà åêâèâàëåíòíè íà îòñå÷êàòà [0, 1] êàçâàìå, ÷å èìàò ìîùíîñò ½êîíòèíóóì� è ñå
îçíà÷àâà ñúñ ñèìâîëà ℵ.

Íåêà A è B ñà äâå ìíîæåñòâà ñ ìîùíîñòè ñúîòâåòíî m(A) è m(B). Ëîãè÷åñêè ñà
âúçìîæíè ñëåäíèòå ñëó÷àé:
1. A å åêâèâàëåíòíî íà ïîäìíîæåñòâî íà B è B å åêâèâàëåíòíî íà ïîäìíîæåñòâî íà A;
2. A å åêâèâàëåíòíî íà ïîäìíîæåñòâî íà B, íî B íå å åêâèâàëåíòíî íà ïîäìíîæåñòâî íà
A;
3. B å åêâèâàëåíòíî íà ïîäìíîæåñòâî íà A, íî A íå å åêâèâàëåíòíî íà ïîäìíîæåñòâî íà
B;
4. A íå å åêâèâàëåíòíî íà ïîäìíîæåñòâî íà B è B íå å åêâèâàëåíòíî íà ïîäìíîæåñòâî íà
A;
Àêî å â ñèëà
1. ïîëó÷àâàìå, ÷åm(A) = m(B);
2. ïîëó÷àâàìå, ÷å m(A) < m(B);
3. ïîëó÷àâàìå, ÷å m(A) > m(B);
4. òðÿáâà äà ñ÷èòàìå, ÷å ìîùíîñòòà íà ìíîæåñòâàòà å íåñðàâíèìà. Ñëó÷àé 4. íå å âúçìî-
æåí, êàêòî ñëåäâà îò òåîðåìàòà íà Öåðìåëî.

Çà ïúëíîòà ùå ïðèïîìíèì òåîðåìàòà íà Öåðìåëî: âñÿêî ìíîæåñòâî ìîæå äà áúäå
íàïúëíî íàðåäåíî. Åêâèâàëåíòíà íà òåîðåìàòà íà Öåðìåëî å àêñèîìàòà çà èçáîðà: Àêî ñà
äàäåíè ìíîæåñòâàòà {Xγ}γΓ, òî ìîæåì îò âñÿêî ìíîæåñòâî Xγ à èçáåðåì ïî åäèí åëåìåíò
xγ. Ñúùî òàêà å åêâèâàëåíòíà íà Òåîðåìàòà íà Õàóñäîðô è íà Ëåìàòà íà Öîðí.

Èíòåðåñåí å âúïðîñà, äàëè ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî ñ íàé ãîëÿìà ìîùíîñò.

Òåîðåìà 1.6 Íåêà M å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî è íåêàM å ìíîæåñòâîòî ñúñòàâåíî îò
âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà M . Òîãàâà m(M) > m(M).

Äîêàçàòåëñòâî: Î÷åâèäíî å ÷å m(M) < m(M) çàùîòî åäíîòî÷êîâèòå ìíîæåñòâà ñà ïîä-
ìíîæåñòâà íà M è òå ñà åêâèâàëåíòíè íà M .

Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å ìîùíîñòèòå m(M) è m(M) íå ñúâïàäàò.
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Ùå ïîêàæåì, ÷å íå ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå f : M → M. Äà
äîïóñíåì, ÷å èìà òàêîâà ñúîòâåòñòâèå. Ùå êîíñòðóèðàìå X ∈ M çà êîåòî íå ñúùåñòâóâà
x ∈M , òàêà ÷å f(x) = X .

Àêî f(a) = A è a ∈ A, òî a 6∈ X , àêî f(a) = A è a 6∈ A, òî a ∈ X . Äà äîïóñíåì,
÷å ñúùåñòâóâà x ∈ M , òàêà ÷å f(x) = X . Èìà äâå âúçìîæíîñòè x ∈ X èëè x 6∈ X . Àêî
x 6∈ X íå å âúçìîæíî çàùîòî ïî êîíñòðóêöèÿ X ñå ñúñòîè îò âñè÷êè åëåìåíòè êîèòî íå
ïðèíàäëåæàò íà ñúîòâåòíîòî ñè ìíîæåñòâî è ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà x ∈ X . Àêî x ∈ X ,
ïðîòèâîðå÷è íà ïîñòðîåíèåòî íà X , ÷å ñå ñúñòîè îò åëåìåíòèòå, êîèòî íå ïðèíàäëåæàò íà
ñúîòâåòíèòå ñè ìíîæåñòâà. �

Ìîùíîñòòà íàM ñå îçíà÷àâà ñ 2m(M).
Âÿðíî å ðàâåíñòâîòî ℵ = 2ℵ0 .

1.7 Ìíîæåñòâî íà Êàíòîð

Íåêà F0 = [0, 1]. Ùå ïîëó÷èì èíäóêòèâíî ðåäèöàòà îò ìíîæåñòâà {Fn}∞n=1.
Íåêà F1 = F0\(1/3, 2/3), F2 = F1\{(1/9, 2/9) ∪ (7/9, 8/9)}. Ìíîæåñòâîòî F4 ñå ïîëó-

÷àâà, êàòî çà âñåêè îò èíòåðâàëèòå íà F4 îòñòðàíÿâàìå ñðåäèòå íà ÷àñòè, êîèòî ñà ñúñ
äúëæèíà (1/3)3 è òàêà êîíñòðóèðàìå èíäóêòèâíî ðåäèöà îò âëîæåíè åäèí âúâ äðóã çàòâî-
ðåíè èíòåðâàëè (Ôèãóðà 9). Ìíîæåñòâîòî F =

⋂∞
n=1 Fn ñå íàðè÷à ìíîæåñòâî íà Êàíòîð.

Îò Òâúðäåíèå 4.5, ñëåäâà ÷å F = ∩∞n=1Fn å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî. Î÷åâèäíî òî÷êèòå

(4) 0, 1,
1

3
,
2

3
,
1

9
,
2

9
,
7

9
,
8

9
, . . .

ïðèíàäëåæàò íà F . Äà ðàçãëåäàìå âñÿêî ÷èñëî x ∈ [0, 1], çàïèñàíî â òðîè÷íà áðîéíà

ñèñòåìà x =
∞∑
n=1

an
3n
, êúäåòî an = 0, 1, 2. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å x ∈ F òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî x =
∞∑
n=1

an
3n
, êúäåòî an å ðàâíî íà 0 èëè 2. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè áåçêðàéíè ðåäèöè

îò 0 èëè 2 å åêâèâàëåíòíî íà [0, 1]. Îò ôàêòà, ÷å (4) e èçáðîèìî ìíîæåñòâî ñëåäâà, ÷å (4)
íå ìîæå äà èç÷åðïâà âñè÷êè òî÷êè îò F .

Íåêà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà I = {1
2
, 1

4
, 3

4
, 1

8
, 3

8
, 5

8
, 7

8
, 1

16
, 3

16
, 5

16
, . . . , 15

16
, . . . }. Íåêà ïîëîæèì

D1/2 = (1/3, 2/3)
D1/4 = (1/9, 2/9) D3/4 = (7/9, 8/9)
D1/8 = (1/27, 2/27) D3/8 = (7/27, 8/27) D1/8 = (19/27, 20/27) D3/8 = (25/27, 26/27)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Î÷åâèäíî, ÷å D = ∪q∈IDq = F0\F . Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ½äúëæèíàòà� íà D å 1:∑
q∈I

|Dq| = 1/3 + (1/9 + 1/9) + (1/27 + 1/27 + 1/27 + 1/27) + · · · = 1.
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Ôèãóðà 9: Ìíîæåñòâà íà Êàíòîð

Èíòåðåñíî å, ÷å intF = ∅, F = F , ∂F = F\(intF ) = F , |F | = 0 è âúïðåêè âñè÷êî ñå îêàçâà,
÷å F ∼ [0, 1] è m(F ) = m([0, 1]).
Ãåîðã Êàíòîð (Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor 1845 � 1918). Òîé å íàé�èçâåñòåí

ñ ðàáîòèòå ñè âúðõó òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà. Òîé îòêðèâà âàæíîñòòà íà áèåêòèâ-

íèòå èçîáðàæåíèÿ, áåçêðàéíèòå ìíîæåñòâà è íàðåäåíèòå ìíîæåñòâà. Êàíòîð äåôèíè-

ðà ìîùíîñò íà ìíîæåñòâà è ñðàâíÿâà ãîëåìèíàòà íà ðàçëè÷íèòå áåçêðàéíè ìíîæåñòâà.

Òåîðèÿòà íà Êàíòîð çà òðàíñôèíèòíèòå ÷èñëà å áè-

ëà òîëêîâà øîêèðàùà, ÷å ðåäèöà âåëèêè ìàòåìàòèöè,

íåãîâè ñúâðåìåííèöè Êðîíèêåð, Ïîàíêàðèå, Âàéë, Áðàó-

åð, íå ñà å âúçïðèåìàëè. Äîêàòî Ëþäâèã Âèòãåíñòåèí

ïîâäèãà ôèëîñîôñêè àðãóìåíòè ñðåùó òÿõ. Äîðè íÿêîè

òåîëîçè ñà ïðèåìàëè ðåçóëòàòèòå ìó çà àáñîëþòíà-

òà áåçêðàéíîñò, êàòî ïðåäèçâèêàòåëñòâî íà áîæèÿ-

òà ïðèðîäà. Ïîàíêàðå íàðè÷à èäåèòå ìó: �ñìúðòîíîñíà

áîëåñò� èíôåêòèðàëà ìàòåìåòèêàòà, Êðîíåêåð ãî íà-

ðè÷à �íàó÷åí øàðëàòàíèí�, �ðåíåãàò� è �ðàçâðàùàâàù

ìëàäåæòà�. Òîâà íåãàòèâíî îòíîøåíèå ñå ñìÿòà çà

ïðè÷èíà çà ÷åñòèòå äåïðåñèè, â êîèòî èçïàäàë Êàí-

òîð. Â íàøè äíè ãîëÿìîòî ìíîçèíñòâî ìàòåìàòèöè,

êîèòî íå ñà íèòî êîíñòðóêòèâèñòè, íèòî ôèíèòèñòè

ïðèåìàò ðàáîòàòà íà Êàíòîð âúðõó òðàíñôèíèòíèòå

ìíîæåñòâà è àðèòìåòèêà, êàòî ÿ ñìÿòàò çà îñíîâ-

íà ñìÿíà íà ïàðàäèãìàòà. Ïî äóìèòå íà Äàâèä Õèë-

áåðò: �Íèêîé íÿìà äà íè èçãîíè îò Ðàÿ, êîéòî Êàí-

òîð ñúçäàäå�. Ïðåç 1904 Êðàëñêîòî îáùåñòâî íàãðàæäà-

âà Êàíòîð ñúñ �Sylvester Medal�, íàé-âèñîêîòî îòëè÷èå

çà Êðàëñêîòî îáùåñòâî. Êàíòîð èçïðàùà çà ïóáëèêó-

âàíå ñâîè ðåçóëòàòè â ñïèñàíèåòî Acta Mathematica, íî ãëàâíèÿò ðåäàêòîð G�osta Mittag-Le�er

ïîìîëâà Êàíòîð äà èçòåãëå ñâîÿòà ñòàòèÿ, çàùîòî ½... å èçïðåâàðèëà âðåìåòî ñè ñ îêîëî 100

ãîäèíè�. Êàíòîð êîìåíòèðà òîâà ½ äà èç÷àêàì äî 1984 ãîäèíà çà ìåí èçãëåæà äîñòà íåïðèåì-

ëèâî�. Ñëåä òîçè ñëó÷àé Êîíòîð ïîâå÷å íå èçïðàùà ñòàòèè â Acta Mathematica.
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2 Ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Ùå èëþñòðèðàìå ïîíÿòèåòî ðàçñòîÿíèå ñúñ ñëåäíèÿ ïðèìåð, â êîéòî ñìå äàëè ðàçñòîÿíè-
ÿòà ìåæäó òðè ãðàäà â Áúëãàðèÿ.

Áóðãàñ Ïëîâäèâ Ñîôèÿ
Áóðãàñ 0 272 392
Ïëîâäèâ 272 0 156
Ñîôèÿ 392 156 0

Âåäíàãà ñå çàáåëÿçâàò îñíîâíè ñâîéñòâà íà ôóíêöèÿòà ðàçñòîÿíèå: ðàçñòîÿíèåòî å íóëà
ñàìî ïî äèàãîíàëà, ðàçñòîÿíèåòî å ïî�ãîëÿìî èëè ðàâíî íà íóëà, ðàçñòîÿíèåòî îò åäèí
ãðàä äî äðóã å ïî�ìàëêî îòêîëêîòî, àêî íà ïúò ñå îòáèåì ïðåç òðåòè ãðàä.

×åñòî ìåðíèòå åäèíèöè ñ êîèòî èçìåðâàìå ðàçñòîÿíèåòî ìîãàò äà áúäàò îò ðàçëè÷íî
åñòåñòâî. Ïîíÿêîãà êèëîìåòðè, ìåòðè èëè êðà÷êè, íå ñà óäà÷íè çà äà ñå çàäàäå ðàçñòîÿíèå.
Íàïðèìåð ÷åñòî êàçâàìå ÷å ðàçñòîÿíèåòî îò òî÷êà A äî òî÷êà B e 2 è ïîëîâèíà ÷àñà
øîôèðàíå, èëè ÷àñ è ÷åòâúðò õîäåíå, èëè 4 äåíà ïðåõîä ïðåç äæóíãëàòà, èëè äî 4�ÿ
ñâåòîôàð, èëè îùå 3 ïðåïÿòñòâèÿ îñòàâàò äà ñå ïðåñêî÷àò äî ôèíàëà, èëè íà 8 ñâåòëèíè
ãîäèíè.

Ìåòðèêà å ôóíêöèÿ, êîÿòî èçìåðâà ðàçñòîÿíèåòî, ïðîñòðàíñòâî å ìíîæåñòâî ñ ïðî-
èçâîëíà ñòðóêòóðà è ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî å ìíîæåñòâî ñúñ ñòðóêòóðà îïðåäåëåíà îò
êîðåêòíî äåôèíèðàíî ðàçñòîÿíèå.

2.1 Îïðåäåëåíèå íà ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî

Åäíà îò âàæíèòå îïåðàöèè â àíàëèçà å ãðàíè÷íèÿò ïðåõîä. Â îñíîâàòà íà òàçè îïåðàöèÿ
ñòîè ôàêòúò, ÷å âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà å îïðåäåëåíî ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå òî÷êè. Ìíîãî
îò ôóíäàìåíòàëíèòå ôàêòè â àíàëèçà íå ñà ñâúðçàíè ñ àëãåáðè÷íàòà ñòðóêòóðà íà ðåàë-
íèòå ÷èñëà, ò.å. ÷å òå îáðàçóâàò ïîëå, à ñå îïèðàò ñàìî íà ïîíÿòèåòî ðàçñòîÿíèå. Íåêà äà
ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà R. Ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå òî÷êè x, y ∈ R ñå
äåôèíèðà ÷ðåç ôóíêöèÿòà ìîäóë |x− y|. Äîáðå èçâåñòíè ñà îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ôóíê-
öèÿòà ìîäóë:
1) |x− y| ≥ 0 çà âñåêè äâå òî÷êè x, y ∈ R;
2) |x− y| = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî x = y;
3) |x− y| = |y − x| çà âñåêè äâå òî÷êè x, y ∈ R;
4) |x− y| = |(x− z) + (z − y)| ≤ |x− z|+ |z − y| çà âñåêè òðè òî÷êè x, y, z ∈ R.

Â äâóìåðíîòî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R2, äîáðå èçâåñòíî å ÷å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó
äâå òî÷êè (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 å ðàâíî íà

√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 (Ôèãóðà 10). Íå å òðóäíî

äà ñå ïðîâåðè, ÷å òî óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâàòà 1)�4).
Îáîáùàâàéêè ñâîéñòâàòà 1)�4), ñòèãàìå äî ïîíÿòèåòî ìåòðèêà è ìåòðè÷íî ïðîñòðàí-

ñòâî.
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Ôèãóðà 10: Ðàçñòîÿíèå â R2

Îïðåäåëåíèå 2.1 Íåêà X å íåïðàçíî ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿòà ρ : X ×X → R ñå íàðè÷à
ìåòðèêà âúðõó X èëè ðàçñòîÿíèå âúðõó X, àêî óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ (àêñèîìè
íà ìåòðèêàòà):
1) ρ(x, y) ≥ 0 çà âñåêè äâå òî÷êè x, y ∈ X;
2) ρ(x, y) = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî x = y;
3) ρ(x, y) = ρ(y, x) çà âñåêè äâå òî÷êè x, y ∈ X;
4) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z)+ρ(z, y) çà âñåêè òðè òî÷êè x, y, z ∈ X (íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà).

×èñëîòî ρ(x, y), óäîâëåòâîðÿâàùî óñëîâèÿòà 1),2),3) è 4), ñå íàðè÷à ðàçñòîÿíèå ìåæäó
òî÷êèòå x, y ∈ X.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Ìíîæåñòâîòî X, âúðõó êîåòî å îïðåäåëåíà ìåòðèêà ρ, ñå íàðè÷à
ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è ñå îçíà÷àâà ñ (X, ρ).

Ïîíÿòèåòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî å äåôèíèðàíî îò Ìîðèñ Ôðåøå.

Ôèãóðà 11: Íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà

Âúçìîæíî å âúðõó åäíî è ñúùî ìíîæåñòâî X äà ñå äåôèíèðàò ðàçëè÷íè ìåòðèêè.
Òîãàâà ïðîñòðàíñòâàòà (X, ρ1) è (X, ρ2) ñà ðàçëè÷íè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà.
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Ìîðèñ Ôðåøå (Maurice Fr�åchet) (1878�1973) å ôðåíñêè ìàòåìàòèê. Íåãîâèòå îñíîâíè ïðèíîñè

ñà â òîïîëîãèÿòà è äåôèíèðàíåòî íà öÿëà íîâî ïîíÿòèå � ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà. Èìà

ïðèíîñè è âúâ âåðîÿòíîñòèòå è ñòàòèñòèêàòà, ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç. Òîé äåôèíèðà ïîíÿ-

òèåòî êîìïàêòíîñò. Íåãîâàòà äèñåðòàöèÿ �Sur quelques points du calcul fonctionnel, 1906� äàâà

íà÷àëîòî íà èçñëåäâàíèÿòà íà ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà, âúïðåêè, ÷å èìåòî ìåòðè÷íî ïðîñ-

òðàíñòâî å âúâåäåíî ìàëêî ïî�êúñíî îò Õàóñäîðô. Òîé îòêðèâà íåçàâèñèìî îò Ðèñ òåîðåìàòà

çà ïðåäñòàâÿíå â ïðîñòðàíñòâîòî íà âñè÷êè ôóíêöèè ñ èíòåãðèðóåì ïî ëåáåã êâàäðàò.

Ôðåøå å ðîäåí â ïðîòåñòàíòñêî ñåìåéñòâî. Áàùà ìó å áèë äèðåêòîð íà ïðîòåñòàíòñ-

êè äîì çà ñèðàöè, à ïî�êúñíî ñòàâà äèðåêòîð íà ïðîòåñòàíòñêî ó÷èëèùå. Òðåòàòà Ðå-

ïóáëèêà íå å èìàëà ñèìïàòèè êúì ðåëèãèîçíîòî îáó÷åíèå è áàùà ìó îñòàâà áåç ðàáîòà.

Ñåìåéñòâîòî ñå èçäúðæà îò ìàéêà ìó, êîÿòî ñúçäàâà ïàíñèîí çà ÷óæäåíöè â Ïàðèæ.

Ó÷èòåë ïî ìàòåìàòèêà â ñðåäíîòî ó÷èëèùå íà Ôðåøå

å ãîëåìèÿ ìàòåìàòèê ßêîá Õàäàìàð. Õàäàìàð îòêðèâà

âåäíàãà ïîòåíöèàëà çà ìàòåìàòèêà íà ìàëêèÿ Ìîðèñ è

çàïî÷âà äà ñå çàíèìàâà ñ íåãî èíäèâèäóàëíî. Ñëåä êàòî

Õàäàìàð ñå ìåñòè äà ðàáîòè â óíèâåðñèòåòà â Áîðäî

ïðåç 1894, òîé ïðîäúëæàâà äà ïîñòàâÿ íà Ôðåøå ìàòå-

ìàòè÷åñêè çàäà÷è è îñòðî äà êðèòèêóâà ãðåøêèòå ìó.

Ìíîãî ïî-êúñíî Ôðåøå ñè ïðèçíàâà, ÷å òåçè çàäà÷è ñà ãî

êàðàëè äà æèâåå â ïîñòîÿíåí ñòðàõ, äà íå áè äà íå óñ-

ïåå äà ãè ðåøè, âúïðåêè, ÷å âèíàãè å áèë èçêëþ÷èòåëíî

áëàãîäàðåí íà Õàäàìàð.

Ôðåøå å ìîáèëèçèðàí çà Ïúðâàòà ñâåòîâíà âîéíà è ïî-

ðàäè ôàêòà, ÷å å çíàåë ìíîãî åçèöè, êîèòî íàó÷àâà êà-

òî äåòå â ïðèþòà çà ÷óæäåíöè, êîéòî äúðæè ìàéêà

ìó, ñëóæè êàòî ïðåâîäà÷ â áðèòàíñêàòà àðìèÿ. Çàáå-

ëåæèòåëíî å, ÷å äîðè è ïî âðåìå íà âîéíàòà, äîêàòî å

íà ôðîíòà, òîé ïðîäúëæàâà äà ïóáëèêóâà ñòàòèè.

Âúïðåêè çàáåëåæèòåëíèòå ñè ðåçóëòàòè, Ôðåøå íå å áèë îáè÷àí âúâ Ôðàíöèÿ. Èëþñòðàöèÿ

çà òîâà å ÷å å áèë íîìèíèðàí ìíîãîêðàòíî çà ÷ëåí íà Ôðåíñêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå, íî å

èçáðàí çà ÷ëåí, ÷àê êîãàòî å íà 78 ãîäèíè.
Ñâîéñòâàòà 1)�4) ñà åñòåñòâåíî îáîáùåíèå íà ïðåäñòàâàòà çà ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâå

òî÷êè â äâóìåðíîòî èëè òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî. Ñâîéñòâà 1) è 2) ïîêàçâàò, ÷å ðàçñòî-
ÿíèåòî å âèíàãè íå îòðèöàòåëíî ÷èñëî è å ðàçëè÷íî îò íóëà çà âñåêè äâå ðàçëè÷íè òî÷êè.
Àêñèîìà 3) ïîêàçâà, ÷å ðàçñòîÿíèåòî îò x äî y å ðàâíî íà ðàçñòîÿíèåòî îò y äî x. Óñëîâèå
4) å èçâåñòíî êàòî íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà îò äîáðå èçâåñòíèÿ ôàêò, ÷å ñóìàòà à íà
êîè äà å äâå îò ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèê å ïî�ãîëÿìà îò òðåòàòà (Ôèãóðà 11).

Òâúðäåíèå 2.1 Àêî (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, òî å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|ρ(x, z)− ρ(z, y)| ≤ ρ(x, y)

çà âñåêè x, y, z ∈ X.
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Äîêàçàòåëñòâî: Îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà ìîæåì äà íàïèøåì íåðàâåíñòâàòà:

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)

è
ρ(z, y) ≤ ρ(z, x) + ρ(x, y)

è ñëåäîâàòåëíî ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

ρ(x, z)− ρ(y, z) ≤ ρ(x, y)

è
ρ(z, y)− ρ(z, x) ≤ ρ(x, y),

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å |ρ(x, z)− ρ(z, y)| ≤ ρ(x, y).

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Äîêàæåòå, ÷å àêñèîìèòå çà ìåòðèêà ñà åêâèâàëåíòíè íà ñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ:
i) ρ(x, y) = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî x = y;
ii) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) çà âñåêè òðè òî÷êè x, y, z ∈ X.
Çàäà÷à 2. Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæåòå, ÷å çà âñåêè x1, x2, . . . , xn ∈ X
å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà:

ρ(x1, xn) ≤
∑
i=1n−1

ρ(xi, xi+1).

Çàäà÷à 3. Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæåòå, ÷å çà âñåêè ÷åòèðè òî÷êè
x, y, u, v ∈ X å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî:

|ρ(x, y)− ρ(u, v)| ≤ ρ(x, u) + ρ(y, v).

Çàäà÷à 4. Ïðîâåðåòå, êîè îò ñëåäíèòå ôóíêöèè ñà ìåòðèêè â R:
à) ρ(x, y) = x− y;
á) ρ(x, y) = x3 − y3;
â) ρ(x, y) = |x3 − y3|;
ã) ρ(x, y) = |x2 − y2|;
ä) ρ(x, y) = |arctg(x)− arctg(y)|;
å) ρ(x, y) = | sin(x− y)|;
æ) ρ(x, y) = x2 + 2y2|x− y|.
Çàäà÷à 5. Íåêà X ñà òî÷êèòå ïî äàäåíà îêðúæíîñò. Íåêà äà ôèêñèðàìå òî÷êà M0 ∈ X.
Íåêà äà îïðåäåëèì ôóíêöèÿòà ρ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
à) àêî X, Y 6= M0, òî ρ(X, Y ) å ðàâíî íà äúëæèíàòà íà äúãàòà êîÿòî ñúåäèíÿâà òî÷êèòå
X è Y è íå ñúäúðæà M0;
á) àêî X = M0 èëè Y = M0, òî ρ(X, Y ) å ðàâíî íà äúëæèíàòà íà ïî-êúñàòà äúãà ñ êðàèùà
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X è Y ;
â) àêî X = Y , òî ρ(X, Y ) å ðàâíî íà íóëà.

Äîêàæåòå, ÷å ρ íå å ìåòðèêà.
Çàäà÷à 6. Íåêà X = {x, y, z}. Íåêà äà îïðåäåëèì ôóíêöèÿòà ρ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

ρ(x, z) = ρ(z, x) = ρ(x, y) = ρ(z, y) = 2ρ(y, x) = ρ(y, z) = 1

Ìåòðèêà ëè å ρ? Óäîâëåòâîðÿâà ëè íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà ρ?
Çàäà÷à 7. Íåêà X = {x, y, z}. Íåêà ôóíêöèÿòà ρ óäîâëåòâîðÿâà

ρ(x, y) = ρ(y, z) = 1

Êàêâè ñòîéíîñòè ìîæå äà ïðèåìà ρ(x, z), çà äà áúäå ρ ìåòðèêà?
Çàäà÷à 8. Íåêà X = {x0, x1, x2, . . . , xn}. Íåêà äà îïðåäåëèì ôóíêöèÿòà ρ ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

ρ(xi, xi) = 0 ρ(x0, xi) = ρ(xi, x0) = 1, i > 0 ρ(xi, xj) = d, i 6= j, i, j > 0

Äîêàæåòå, ÷å çà d =
√

2 ôóíêöèÿòà ρ å ìåòðèêà. Íàìåðåòå âñè÷êè ñòîéíîñòè íà d çà êîèòî
ρ å ìåòðèêà.
Çàäà÷à 9. Íåêà X å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè áúëãàðñêè ãðàäîâå ïî ðåêà Äóíàâ. Íåêà ðàçñ-
òîÿíèåòî ìåæäó äâà ãðàäà äà áúäå âðåìåòî êîåòî å íåîáõîäèìî äà èçìèíå åäèí êîðàá çà äà
ñòèãíå îò åäèíèÿ ãðàä äî äðóãèÿ. Äåôèíèðà ëè ñå ðàçñòîÿíèå ìåæäó áúëãàðñêèòå ãðàäîâå
ïî ðåêà Äóíàâ ïî òîçè íà÷èí , àêî êîðàáà ñå äâèæè ñúñ ñêîðîñò 20 êì/÷, à òå÷åíèåòî íà
ðåêàòà å 1êì/÷. Êàêâî ìîæå äà êàæåòå, àêî ïðèåìåì, ÷å òå÷åíèåòî íà ðåêàòà å 0êì/÷
Çàäà÷à 10. ÍåêàX å ïîëåòàòà íà øàõìàòíàòà äúñêà. Íåêà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå ïîëåòà
äà áúäå áðîÿ õîäîâå êîèòî ñà íóæíè äà íàïðàâè:
à) öàðÿ;
á) òîïà;
â) êîíÿ;
Äåôèíèðà ëè ñå ðàçñòîÿíèå ìåæäó ïîëåòàòà âúðõó øàõìàòíàòà äúñêà?
Çàäà÷à 11. Íåêà âúðõó X ñà äåôèíèðàíè ìåòðèêè ρi è λi > 0. Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà

ρ(x, y) =
n∑
i=1

λiρi(x, y)

å ìåòðèêà âúðõó X.

2.2 Ïðèìåðè íà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Ïðèìåð 2.1 Íåêà X å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî. Çà âñåêè äâà åëåìåíòà x, y ∈ X ïîëàãàìå

ρ(x, y) =

 1, x 6= y

0, x = y
.

Ïîëó÷åíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñå íàðè÷à äèñêðåòíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.
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Ôèãóðà 12: Ìàíõàòàíñêî ðàçñòîÿíèå

Ñ Rm ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäåíè m�îðêè îò ðåàëíè ÷èñëà, ò.å.
x = (x1, . . . , xm). Òî÷êèòå x = (x1, . . . , xm) è y = (y1, . . . , ym) ñúâïàäàò è çàïèñâàìå x = y,
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî xi = yi çà âñÿêî i = 1, . . . ,m.

Ïðèìåð 2.2 Â ìíîæåñòâîòî Rm ìîæå äà ñå âúâåäå ìåòðèêà ñ ïîìîùòà íà ôîðìóëàòà

ρ1(x, y) =
m∑
k=1

|yk − xk|.

Ïîëó÷åíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî îçíà÷àâàìå ñ Rm
1 .

Ïðîâåðêàòà íà àêñèîìèòå 1)�4) íà ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî å òðèâèàëíà.
Íåêà äàäåì ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà ôóíêöèÿòà ρ1. Äà ðàçãëåäàìå Äåêàðòîâà-

òà ðàâíèíà R2 è íåêà X = {(x, y) ∈ R2 : x, y ∈ Z}. Íåêà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó X1 = (x1, y1)
è X2 = (x2, y2) å íàé�êðàòêèÿ ïúò îò X1 äî X2 ïî ïðàâèòå x = k, k ∈ Z è y = n, n ∈ Z.
Òîãàâà ρ1(X1, X2) = |x1 − x2|+ |y1 − y2|.

Íàïðèìåð, àêî A = (1, 2) è B = (4, 3), òî î÷åâèäíî ρ1(A,B) = |1 − 4| + |2 − 3| = 4
(Ôèãóðà 12).

Íÿêîè àâòîðè íàðè÷àò òàçè ìåòðèêà �Ìàíõàòàíñêî ðàçñòîÿíèå� îò åñòåñòâåíàòà ïðè-
ëèêà ñ ðàçñòîÿíèåòî íåîáõîäèìî äà ñå ïðîïúòóâà ñ êîëà îò àäðåñ �À� äî àäðåñ �Á� â Íþ
Éîðê, êúäåòî óëèöèòå ñà èçòîê�çàïàä èëè ñåâåð�þã.

Ïðèìåð 2.3 Â ìíîæåñòâîòî Rm ìîæå äà ñå âúâåäå ìåòðèêà è ñ ïîìîùòà íà ôîðìó-
ëàòà

ρ∞(x, y) = max
k=1,...,m

|yk − xk|.

Ïîëó÷åíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî îçíà÷àâàìå ñ Rm
∞.
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Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ôóíêöèÿòà ρ∞ óäîâëåòâîðÿâà àêñèîìèòå 1)�4) è ñëåäîâàòåëíî
ρ∞ çàäàâà ìåòðèêà.

Ëåìà 2.1 (Íåðàâåíñòâî íà Þíã) Àêî a, b > 0 è p, q > 1, óäîâëåòâîðÿâàò
1

p
+

1

q
= 1, òî

â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî

(5) ab <
ap

p
+
bq

q
.

Óèëÿì Õåíðè Þíã (William Henry Young) (1863 � 1942) å àíãëèéñêè ìàòåìàòèê. Þíã ó÷è â ó÷è-

ëèùå â Ëîíäîí, êúäåòî äèðåêòîðà å Åäóèí Àáîò, àâòîð íà ìàòåìàòè÷åñêàòà íîâåëà "Ïëîñêàí-

äèÿ". Ïðúâ äèðåêòîðà îòêðèâà ïîòåíöèàëà íà Þíã äà ñå çàíèìàâà ñ ìàòåìàòèêà è ãî íàñúð÷àâà.

Þíã çàâúðøâà óíèâåðñèòåò â Êåìáðèäæ. Òîé íå óñïÿâà äà çúâúð-

øè, êàòî ïðúâ ñòóäåíò îò âèïóñêà, íî íåêà ñïîìåíåì, ÷å òîâà

îòëè÷èå ñå âçåìà ìíîãî òðóäíî, à ñúùî òàêî è ãîëåìèòå ìà-

òåìàòèöè íå ñà óñïÿâàëè äà ãî âçåìàò, ïîíåæå ñå å èçèñêâàëî

äà ñè ïî�ñêîðî îïèòåí â îòãîâàðÿíåòî íà âúïðîñè îòêîëêîòî äà

èìàø äúëáîêà ìàòåìàòè÷åñêà ìèñúë. Þíã ïðàâè ïðàâèëíèÿò èç-

áîð è íå ñå áîðè äà ñòàíå ïúðâè, à îòäåëÿ ñâîáîäíî âðåìå äà ñå

çàíèìàâà ñúñ ñïîðò. Òîé èìà ðåçóëòàòè â òåîðèÿ íà ìÿðêàòà,

ðåäîâå íà Ôóðèå, äèôåðåíöèàëíî ñìÿòàíå. Òðÿáâà äà îòáåëåæèì,

÷å íåçàâèñèìî îò Ëåáåã, Þíã îòêðèâà òåîðèÿ íà ìÿðêàòà è èí-

òåãðèðàíåòî. Ïîäõîäà ìó å ðàçëè÷åí, íî ïî�êúñíî ñå äîêàçâà, ÷å å

åêâèâàëåíòåí íà òîçè íà Ëåáåã. Íàé�ñåðèîçíèòå ðåçóëòàòè íà

Þíã ñà â îáëàñòòà íà ôóíêöèè ñ íÿêîëêî ïðîìåíëèâè. Ñúâðåìåíèòå ó÷åáíèöè ïî Ìàòåìàòè-

÷åñêè àíàëèç èçïîëçâàò òî÷íî ïîäõîäà íà Þíã.

Ôèãóðà 13: Íåðàâåíñòâî íà Þíã

Äîêàçàòåëñòâî: Ðàçãëåæäàìå êðèâàòà ñ óðàâíåíèå y = xp−1 èëè x = yq−1. Íåêà îçíà÷èì
ñ S1 ëèöåòî íà ôèãóðàòà çàãðàäåíà îò y = xp−1, x = a è y = 0 è äà îçíà÷èì ñ S2 ëèöåòî íà
ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò x = yq−1, y = b è x = 0. Î÷åâèäíî ab ≤ S1 + S2 (Ôèãóðà 13).
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Ëèöàòà S1 è S2 ñå èç÷èñëÿâàò ëåñíî

S1 =

∫ a

0

xp−1dx =
ap

p
, S2 =

∫ a

0

yq−1dy =
bp

p
.

Òàêà ïîëó÷àâàìå ab ≤ ap

p
+
bq

q
. �

Òåîðåìà 2.1 (íåðàâåíñòâî íà Õüîëäåð) Íåêà ak, bk > 0, k = 1, . . . , n è p, q > 1 ñà ñâúðçàíè
ñ ðàâåíñòâîòî

(6)
1

p
+

1

q
= 1.

Òîãàâà å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

(7)
n∑
k=1

akbk ≤

(
n∑
k=1

apk

)1/p( n∑
k=1

bqk

)1/q

.

Íåðàâåíñòâîòî íà Õüîëäåð å îòêðèòî ïúðâî îò Ðîäæåðñ ïðåç 1888. Õüîëäåð îòêðèâà
íåðàâåíñòâîòî íåçàâèñèìî îò Ðîäæåðñ ïðåç 1889.

Îòî Õüîëäåð (Otto Ludwig H�older) (1859 � 1937) å ãåðìàíñêè ìàòåìàòèê, ðîäåí â Ùóò-

ãàðò. Òîé å ó÷åíèê íà Ëåîïîëä Êðîíåêåð (Leopold Kronecker), Êàðë Âàéåðùðàñ (Karl Weierstras)

è Åðíñò Êóìåð (Ernst Kummer). Õüîëäåð å èçâåñòåí ñ íåðàâåíñòâî íà Õüîëäåð, Òåîðåìà íà

Æîðäàí-Õüîëäåð, óñëîâèå íà Õüîëäåð. Ëåîíàðä

Äæåéìñ Ðîäæúðñ (Leonard James Rogers 1862

� 1933) Ðîäæåðñ å áèë òàëàíò â ìíîãî îáëàñ-

òè, âñè÷êî êîåòî å ïðàâèë ãî å ïðàâèë äîáðå.

Îñâåí ìàòåìàòèêà è ìóçèêà, òîé å áèë ðîäåí

ëèíãâèñò è ôîíåòèê, ÷óäåñåí ìèì, êúíêüîð,

ïðàâèë å êàìåííè ãðàäèíè. Âñè÷êî ãî å ïðà-

âèë äîáðå, çàùîòî ãî å ïðàâèë ñ ëþáîâ. Íàé-

íåîáõîäèìîòî íåùî â æèâàòà ìó å áèëà ìó-

çèêàòà è ÷àê ñëåä òîâà ñå íàðåæäà ìàòåìàòèêàòà. Èìàë å ìíîãî ìàëêà íóæäà îò òîâà äà

áúäå ïðèçíàò çà íåùàòà, êîèòî å ïðàâèë.

Ðîäæúðñ å èçâåñòåí ñ òúæäåñòâàòà íà Ðîäæúðñ�Ðàìàíóäæàí (Ramanujan), Ðîäæúðñ

� Ðàìàíóäæàí íåïðåêúñíàòè äðîáè, Òðàíñôîðìàöèÿ íà Ðîäæúðñ. Òúæäåñòâîòî íà Ðîäæúðñ�

Ðàìàíóäæàí èìà èíòåðåñíà èñòîðèÿ. Òÿ å ïóáëèêóâàíà ïðåç 1894 îò Ðîäæúðñ. Íèêîé íå îáðúùà

âíèìàíèå íà íåãîâèòå ðåçóëòàòè, ÷àê äî 1913, êîãàòî Ðàìàíóäæàí ïðåîòêðèâà ôîðìóëàòà, íî

íå ìîæå äà å äîêàæå íèòî òîé íèòî êîëåãèòå ñ êîèòî å ñïîäåëÿ è å ïóáëèêóâà áåç äîêàçàòåë-

ñòâî. Ïðåç 1917 ãîäèíà Ðàìàíóäæàí ïðåëèñòâàéêè ñòàðè òîìîâå íà �Proceedings of the London

Mathematical Society� ñëó÷àéíî ïîïàäà íà ñòàòèÿòà íà Ðîäæúðñ. Ñëåä êîðåñïîíäåíöèÿ ìåæäó

äâàìàòà, Ðîäæúðñ óñïÿâà çíà÷èòåëíî äà îïðîñòè îðèãèíàëíîòî ñè äîêàçàòåëñòâî. Íåîöåíÿâà-

íåòî íà ðåçóëòàòèòå íà Ðîäæúðñ ïðîäúëæàâà, êîãàòî ïðåç 1936 ãîäèíà, áúäåùèÿò Ôèéëäñîâ
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ìåäàëèñò � Atle Selberg, ïóáëèêóâà åäíî îáîáùåíèå íà òúæäåñòâîòî íà Ðîäæúðñ�Ðàìàíóäæàí,

êîåòî âñúùíîñò ñå îêàçâà ñàìî åäèí ÷àñòåí ñëó÷àé íà îðèãèíàëíèÿ ðåçóëòàò íà Ðîäæúðñ.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ïúðâî ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî:

(8)
n∑
k=1

apk =
n∑
k=1

bpk = 1.

Àêî å èçïúëíåíî óñëîâèåòî (8), ùå ïîêàæåì, ÷å

(9)
n∑
k=1

akbk ≤ 1.

Îò Ëåìà 2.1 ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî k ∈ N, akbk ≤
apk
p

+
bqk
q
. Ñóìèðàìå ïî k îò 1 äî n è âçåìàéêè

ïðåäâèä (6) è (8), ïîëó÷àâàìå (9).
Àêî íå å èçïúëíåíî (8) ïîëàãàìå

Ak =
ak(∑n

j=1 a
p
j

)1/p
, Bk =

bk(∑n
j=1 b

q
j

)1/q
.

Î÷åâèäíî
n∑
k=1

Apk =
n∑
k=1

Bp
k = 1. Ñëåäîâàòåëíî

n∑
k=1

akbk(∑n
j=1 a

p
j

)1/p (∑n
j=1 b

q
j

)1/q
=

n∑
k=1

AkBk ≤ 1.

�

Â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé, êîãàòî p = q = 2 ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè�Áóíÿêîâñêè�
Øâàðö.
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Âèêòîð ßêîâëåâè÷ Áóíÿêîâñêèé (1804 � 1889). Áàùàòà íà Áóíÿêîâñêè å

áèë ïîäïîëêîâíèê â êàâàëåðèÿòà è çàãèâà ïðåç 1809 ã. âúâ Ôèíëàíäèÿ.

Ïúðâîíà÷àëíîòî ñè îáðàçîâàíèå Áóíÿêîâñêè

ïîëó÷àâà â Ìîñêâà â äîìà íà âòîðèÿò ñè áà-

ùà. Ïðåç 1820 ã. Áóíÿêîâñêè çàìèíàâà äà ó÷è

ìàòåìàòèêà â ÷óæáèíà. Ïúðâî å æèâÿë â Êî-

áóðã, êúäåòî å âçåìàë ÷àñòíè óðîöè, à ñëåä

òîâà å ñëóøàë ëåêöèè â Ëîçàíñêàòà àêàäå-

ìèÿ. Äâå ãîäèíè æèâåå â Ïàðèæ è å èìàë

âúçìîæíîñòòà äà ñå áúäå ó÷åí îò Ëàïëàñ,

Ïóàñîí, Ôóðèå, Àìïåð, Ëüîæàíäúð è Êîøè.

Ïðåç 1824 ã. Áóíÿêîâñêè ïîëó÷àâà áàêàëàâàð-

ñêà ñòåïåí, à ïðåç 1825 ã. çàùèòàâà äèñåð-

òàöèÿ. Ïðåç 1826 ã. Áóíÿêîâñêè ñå çàâðúùà â

Ñàíêò Ïåòåðáóðã è çàïî÷âà äà ñå çàíèìàâà ñ

ïðåïîäàâàíå è íàó÷íà äåéíîñò.
Êàðë Õåðìàí Øâàðö (Karl Hermann Amandus Schwarz 1843 � 1921) å ãåðìàíñêè ìàòåìàòèê,

èçâåñòåí îñíîâíî ñ ðàáîòèòå ñè ïî êîìïëåêñåí àíàëèç. Øâàðö ñå

çàïèñâà äà ó÷è õèìèÿ â Áåðëèí, íî íåãîâèòå ó÷èòåëè Êóìåð è

Âàéåðùðàñ ãî ïðèâëè÷àò êúì ìàòåìàòèêàòà. Òîé ñå çàíèìàâà

â ìíîãî îáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà, êàòî òåîðèÿ íà ôóíêöèè-

òå, äèôåðåíöèàëíà ãåîìåòðèÿ, âàðèàöèîííî ñìÿòàíå. Ìíîãî òå-

îðåìè è ìåòîäè íîñÿò íåãîâîòî èìå : Additive Schwarz method,

Schwarz alternating method, Schwarzian derivative, Schwarz lemma,

Schwarz's list, Schwarz minimal surface, Schwarz theorem (also known

as Clairaut's theorem), Schwarz integral formula, Schwarz�Christo�el

mapping, Schwarz�Ahlfors�Pick theorem, Schwarz re�ection principle,

Schwarz triangle, Schwarz triangle map

Òåîðåìà 2.2 Àêî ak, bk > 0, k = 1, . . . , n è p ≥ 1, òî â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî

(10)

(
m∑
k=1

(ak + bk)
p

)1/p

≤

(
m∑
k=1

apk

)1/p

+

(
m∑
k=1

bpk

)1/p

.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðè p = 1 íåðàâåíñòâîòî å î÷åâèäíî.
Íåêà p > 1. Çà äà äîêàæåì íåðàâåíñòâîòî, íåêà ðàçãëåäàìå òúæäåñòâîòî

(a+ b)p = (a+ b)p−1a+ (a+ b)p−1b.

Â òîâà òúæäåñòâî çàìåíÿìå a ñ ak, à b ñ bk, ñóìèðàìå ïî k îò 1 äî m è ïîëó÷àâàìå

(11)
m∑
k=1

(ak + bk)
p =

m∑
k=1

(ak + bk)
p−1ak +

m∑
k=1

(ak + bk)
p−1bk.
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Ïðèëàãàìå êúì âñÿêà îò äâåòå ñóìè, ñòîÿùè îò äÿñíî â (11), íåðàâåíñòâîòî íà Õüîëäåð è
îò÷èòàéêè, ÷å (p− 1)q = p, ïîëó÷àâàìå

m∑
k=1

(ak + bk)
p ≤

(
m∑
k=1

(ak + bk)
p

)1/q
( m∑

k=1

apk

)1/p

+

(
m∑
k=1

bpk

)1/p
 .

Äåëèì äâåòå ñòðàíè íà íåðàâåíñòâîòî íà (
∑m

k=1(ak + bk)
p)

1/q è óñòàíîâÿâàìå

(12)

(
m∑
k=1

(ak + bk)
p

)1/p

≤

(
m∑
k=1

apk

)1/p

+

(
m∑
k=1

bpk

)1/p

.

�

Ñëåäñòâèå 2.1 (íåðàâåíñòâî íà Ìèíêîâñêè) Íåêà ak, bk ∈ R, k = 1, . . . , n è p ≥ 1. Òîãàâà
å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

(13)

(
m∑
k=1

|ak + bk|p
)1/p

≤

(
m∑
k=1

|ak|p
)1/p

+

(
m∑
k=1

|bk|p
)1/p

.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèÿòà | · | è Òåîðåìà 2.2 ïîëó÷àâàìå(
m∑
k=1

|ak + bk|p
)1/p

≤

(
m∑
k=1

(|ak|+ |bk|)p
)1/p

≤

(
m∑
k=1

|ak|p
)1/p

+

(
m∑
k=1

|bk|p
)1/p

.

�

Õåðìàí Ìèíêîâñêè (Hermann Minkowski 1864 � 1909) å èçâåñòåí ñ èçïîëç-

âàíåòî íà ãåîìåòðè÷íè ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è îò òåîðèÿ íà ÷èñ-

ëàòà, ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà è íàé�âå÷å ñ òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñòà.

Ìèíêîâñêè å ó÷èòåë ïî ìàòåìàòèêà íà Àëáåðò Àéíùàéí. Ìèí-

êîâñêè ïîêàçâà, ÷å ñïåöèàëíàòà òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñòà,

ïðåäñòàâåíà îò Àéíùàéí àëãåáðè÷íî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà è

ãåîìåòðè÷íî, êàòî òåîðèÿ íà 4�ìåðíîòî ½ïðîñòðàíñòâî�âðåìå�.
Ïúðâîíà÷àëíî Àéíùàéí å âúçïðèåìàë èäåÿòà íà Ìèíêîâñêè ñàìî

êàòî åäèí ìàòåìàòè÷åñêè òðèê, íî ïî�êúñíî îñúçíàâà, ÷å òàçè

èäåÿ å íåîáõîäèìà çà ðàçâèå îáùàòà òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñò-

òà.

Ïðèìåð 2.4 Íåêà p ≥ 1 å ôèêñèðàíî ÷èñëî. Íåêà Rm å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàðåäåíè
m�îðêè ðåàëíè ÷èñëà. Çà âñåêè äâå òî÷êè x = (x1, . . . , xm) è y = (y1, . . . , ym) îò Rm

ïîëàãàìå

ρp(x, y) =

(
m∑
k=1

|yk − xk|p
)1/p

.

Ïîëó÷åíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî îçíà÷àâàìå ñ Rm
p .
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Àêñèîìèòå 1)-3) î÷åâèäíî ñà èçïúëíåíè.
Çà äà äîêàæåì àêñèîìà 4), ðàçãëåæäàìå òî÷êèòå x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) è

z = (z1, . . . , zm) îò Rm. Ïîëàãàìå xk − zk = ak, zk − yk = bk, òîãàâà

ρp(x, y) =

(
m∑
k=1

|ak + bk|p
)1/p

≤

(
m∑
k=1

|ak|p
)1/p

+

(
m∑
k=1

|bk|p
)1/p

= ρp(x, z) + ρp(y, z),

êîåòî å òî÷íî íåðàâåíñòâîòî (13).
Î÷åâèäíî çà p = 1 ïîëó÷àâàìå ìåòðèêàòà ρ1, ðàçãëåäàíà â Ïðèìåð 2.2.

Ìåòðèêàòà â Rm
2 , ρ2(x, y) =

(
m∑
k=1

|yk − xk|2
)1/2

ñå íàðè÷à Åâêëèäîâà ìåòðèêà.

Ïðèìåð 2.5 Íåêà p ≥ 1 å ôèêñèðàíî ÷èñëî è íåêà `p å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðåäèöè
{xk}∞k=1, çà êîèòî

∑∞
k=1 |xk|p <∞. Çà âñåêè äâå ðåäèöè {xk}∞k=1 è {yk}∞k=1 îò `p ïîëàãàìå

(14) ρp(x, y) =

(
∞∑
k=1

|yk − xk|p
)1/p

.

Ïîëó÷åíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî îçíà÷àâàìå ñ `p.

Ñõîäèìîñòòà íà ðåäà (14) ñå ïðîâåðÿâà êàòî ñå èçïîëçâà íåðàâåíñòâîòî : |yk − xk|p ≤
2p−1 (|yk|p + |xk|p). Òúé êàòî ðåäîâåòå

∑∞
k=1 |xk|p è

∑∞
k=1 |yk|p ñà ñõîäÿùè, òî ñëåäâà ÷å è

ðåäúò
∑∞

k=1 2p−1 (|yk|p + |xk|p) ñúùî å ñõîäÿù è îò ïðèíöèïà çà ñðàâíÿâàíå íà ðåäîâåòå
ïîëó÷àâàìå, ÷å ðåäúò

∑∞
k=1 |yk − xk|p å ñõîäÿù. Àêñèîìèòå 1)-3) î÷åâèäíî ñà èçïúëíåíè.

Ñúãëàñíî íåðàâåíñòâîòî íà Ìèíêîâñêè (13) çà âñÿêî m ∈ N å â ñèëà(
m∑
k=1

(|ak|+ |bk|)p
)1/p

≤

(
m∑
k=1

|ak|p
)1/p

+

(
m∑
k=1

|ak|p
)1/p

.

Òúé êàòî ðåäîâåòå
∑m

k=1 |ak|p è
∑m

k=1 |bk|p ñà ñõîäÿùè, òî ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðèm→∞
ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî íà Ìèíêîâñêè çà áåçêðàéíè ñóìè

(15)

(
∞∑
k=1

|ak + bk|p
)1/p

≤

(
∞∑
k=1

|ak|p
)1/p

+

(
∞∑
k=1

|ak|p
)1/p

.

Êàòî ïðèëîæèì íåðàâåíñòâîòî íà Ìèíêîâñêè (15) çà áåçêðàéíè ñóìè ïðè ak = xk−zk
è bk = zk − yk, k ∈ N, êàêòî â Ïðèìåð 4 ïîëó÷àâàìå, ÷å ρp(x, y) ≤ ρp(x, z) + ρp(y, z).

Ïðèìåð 2.6 Íåêà `∞ å ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè îãðàíè÷åíè ðåäèöè {xk}∞k=1. Òîâà îç-
íà÷àâà, ÷å {xk}∞k=1 ∈ `∞, êîãàòî supk∈N |xk| < ∞. Çà âñåêè äâå ðåäèöè {xk}∞k=1 è {yk}∞k=1

ïîëàãàìå
ρ∞(x, y) = sup

k∈N
|yk − xk|.

Ïîëó÷åíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî îçíà÷àâàìå ñ `∞.
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Àêñèîìèòå 1)-3) ñà èçïúëíåíè.
Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å å â ñèëà è àêñèîìà 4). Íåêà x = {xn}∞n=1, y = {yn}∞n=1, z =

{zn}∞n=1 ∈ `∞. Òîãàâà

ρ(x, y) = sup
k∈N
{|xk − yk|} ≤ sup

k∈N
{|xk − zk|+ |zk − yk|}

≤ sup
k∈N
{|xk − zk|}+ sup

k∈N
{|zk − yk|} = ρ(x, z) + ρ(z, y).

Àêî (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, òî è (Y, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî çà âñÿêî
Y ⊂ X. Ïðîñòðàíñòâîòî (Y, ρ) íàðè÷àìå ïîäïðîñòðàíñòâî íà (X, ρ). Íåêà c å ñúâêóïíîñòòà
îò âñè÷êè ñõîäÿùè ðåäèöè {xn}∞n=1, c0 å ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ðåäèöè {xn}∞n=1, ñõîäÿùè
êúì 0 è c00 å ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ðåäèöè {xn}∞n=1 ñ êðàåí áðîé åëåìåíòè ðàçëè÷íè
îò íóëà. Î÷åâèäíî c00 ⊂ c0 ⊂ c ⊂ `∞. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ìåòðèêàòà ρ∞ â c0 å ðàâíà íà
ρ∞(x, y) = max

k∈N
|yk − xk|.

Ïðèìåð 2.7 Íåêà C[a,b] å ñúâêóïíîñò îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè â èíòåðâàëà [a, b]
Çà âñåêè äâå ôóíêöèè f è g îò C[a,b] ïîëàãàìå

ρ(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

Ïîëó÷åíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî îçíà÷àâàìå ñ C[a,b].

Àêñèîìèòå 1)-3) ñà èçïúëíåíè. Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å å â ñèëà è àêñèîìà 4). Íåêà f, g, h ∈
C[a,b]. Íåêà maxx∈[a,b] |f(x) − g(x)| = |f(x0) − g(x0))|. Òîâà å èçïúëíåíî, çàùîòî êàêòî çíà-
åì îò Òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, çàäàäåíà â êðàåí çàòâîðåí
èíòåðâàë, äîñòèãà òî÷íàòà ñè ãîðíà è äîëíà ãðàíèöè è |f − g| å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ.
Òîãàâà

ρ(f, g) = |f(x0)− g(x0)| ≤ |f(x0)− h(x0)|+ |h(x0)− g(x0))|

≤ max
x∈[a,b]

|f(x)− h(x)|+ max
x∈[a,b]

|h(x)− g(x)| = ρ(f, h) + ρ(h, g).

Ïðèìåð 2.8 Íàìåðåòå ðàçñòîÿíèåòî ρ(t, t2) â ïðîñòðàíñòâîòî C[0,1].

Ðåøåíèå 1: Îò íåðàâåíñòâîòî |t− t2| = t− t2 = −
(

1

2
− t
)2

+
1

4
ïîëó÷àâàìå, ÷å ρ(t, t2) =

maxt∈[0,1] |t− t2| = 1/4 (Ôèãóðà 14).
Ðåøåíèå 2: Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f(t) = t − t2. Óðàâíåíèåòî f

′
(t) = 1 − 2t = 0

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå t = 1/2. Îò f
′′
(1/2) = −1 < 0 ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà f èìà

íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò 1/4 â èíòåðâàëà [0, 1] â òî÷êàòà 1/2.
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Ôèãóðà 14: max0≤t≤1 |t− t2|

Ïðèìåð 2.9 Íåêà M[a,b] å ñúâêóïíîñò îò âñè÷êè îãðàíè÷åíè ôóíêöèè â èíòåðâàëà [a, b],
ò.å. çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈M[a,b] ñúùåñòâóâà M , òàêà ÷å |f(t)| ≤M çà âñÿêî t ∈ [a, b]. Çà
âñåêè äâå ôóíêöèè f è g îò M[a,b] ïîëàãàìå

ρ(f, g) = sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|.

Ïðèìåð 2.10 Íåêà CR å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè â R è íåêà

dn(f, g) = sup
x∈[−n,n]

|f(x)− g(x)|, n ∈ N

è

d(f, g) =
∞∑
n=1

1

2n
dn(f, g)

1 + dn(f, g)
.

Òîãàâà (CR, d) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å dn íå äåôèíèðà ðàçñòîÿíèå
çà íèêîå n ∈ N.

Èçïîëçâàéêè (5), çàêëþ÷àâàìå, ÷å çà âñåêè äâå p, q > 1, ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî
1

p
+

1

q
= 1, å èçïúëíåíî èíòåãðàëíîòî íåðàâåíñòâî íà Õüîëäåð

(16)
∫ b

a

|f(t)g(t)|dt ≤
(∫ b

a

|f(t)|pdt
)1/p(∫ b

a

|g(t)|qdt
)1/q

,

çà âñåêè äâå ôóíêöèè, çà êîèòî ñúùåñòâóâàò èíòåãðàëèòå â äÿñíàòà ñòðàíà íà (16). Îò
(16) Ñëåäâà èíòåãðàëíîòî íåðàâåíñòâî íà Ìèíêîâñêè(∫ b

a

|f(t) + g(t)|pdt
)1/p

≤
(∫ b

a

|f(t)|pdt
)1/p

+

(∫ b

a

|g(t)|pdt
)1/p
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çà p ≥ 1.

Ïðèìåð 2.11 Íåêà C[a,b] å ñúâêóïíîñò îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè â èíòåðâàëà
[a, b]. Çà âñåêè äâå ôóíêöèè f è g îò C[a,b] ïîëàãàìå

ρ(f, g) =

(∫ b

a

|f(t)− g(t)|pdt
)1/p

.

Ïîëó÷åíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî îçíà÷àâàìå ñ Cp
[a,b].

Íàìåðåòå ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó t è 0. Äîêàæåòå, ÷å limp→∞ ρCp
[a,b]

(t, 0) = ρC[a,b]
(t, 0).

Íàìåðåòå ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó t2 è 0. Äîêàæåòå, ÷å limp→∞ ρCp
[a,b]

(t2, 0) = ρC[a,b]
(t2, 0).

Ïðèìåð 2.12 Íåêà ðàçãëåäàìå êðàåí áðîé ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà (Xi, ρi), i = 1, . . . n.
Íåêà X =

∏n
i=1Xi å äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå íà ìíîæåñòâàòà Xi ò.å. x = (x1, . . . , xn) ∈

X òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî xi ∈ Xi çà i = 1, . . . n. Äåôèíèðàìå ìåòðèêà â X ÷ðåç

ρ(x, y) =
n∑
i=1

ρi(xi, yi).

Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ρ å ìåòðèêà.
Ïðèìåð íà ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åíî ïî òàçè êîíñòðóêöèÿ å Rm

1 ≡
∏m

i=1 R.

Äðóãà âúçìîæíà ìåòðèêà â X =
n∏
i=1

Xi å dp(x, y) =

(
n∑
i=1

(ρi(xi, yi))
p

)p

çà p ≥ 1 è

ïîëó÷àâàìå Rm
p ≡

n∏
i=1

R èëè àêî d∞(x, y) = max
i∈N
{ρi(xi, yi)} òîãàâà ïîëó÷àâàìå Rm

∞ ≡
n∏
i=1

R.

ÀêîX =
∏∞

i=1Xi å äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà áåçáðîé ìíîãî ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà,

òîãàâà åäèí íà÷èí çà äåôèíèðàíå íà ìåòðèêà â X å ρ(x, y) =
∞∑
i=1

1

2i
min{ρi(xi, yi), 1}.

Íåêà â ïðîñòðàíñòâîòî X ñà äåôèíèðàíè ìåòðèêèòå ρ è d. Òîãàâà ôóíêöèèòå

ρ∞(x, y) = max{d(x, y), ρ(x, y)}, ρ1(x, y) = d(x, y) + ρ(x, y) è ρp(x, y) = p
√
dp(x, y) + ρp(x, y)

ñúùî ñà ìåòðèêè â X.

Ïðèìåð 2.13 Íåêà S å ñôåðà â R3. Äåôèíèðàìå ðàçñòîÿíèå âúðõó S, êàòî íàé-êðàòêîòî
ðàçñòîÿíèå ìåæäó òî÷êèòå x, y âúðõó S. Íàé-êðàòêèÿ ïúò ñå íàðè÷à ãåîäåçè÷åí.
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Ôèãóðà 15: Ãåîäåçè÷íî ðàçñòîÿíèå

Ïðèìåð 2.14 Íåêà p ≥ 1 å ôèêñèðàíî ÷èñëî è íåêà w = {wk}∞k=1 å íàìàëÿâàùà è ñõîäÿùà
êúì íóëà ðåäèöà. Îçíà÷àâàìå ñ `p(w) ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðåäèöè {xk}∞k=1, çà êîèòî∑∞

k=1 wk|xk|p <∞. Çà âñåêè äâå ðåäèöè {xk}∞k=1 è {yk}∞k=1 îò `p(w) ïîëàãàìå

ρp(x, y) =

(
∞∑
k=1

wk|yk − xk|p
)1/p

.

Ïðèìåð 2.15 Àêî ôóíêöèÿòà ρ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà
1) ρ(x, y) ≥ 0 çà âñåêè äâå òî÷êè x, y ∈ X;
2) àêî x = y, òî ρ(x, y) = 0;
3) ρ(x, y) = ρ(y, x) çà âñåêè äâå òî÷êè x, y ∈ X;
4) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) çà âñåêè òðè òî÷êè x, y, z ∈ X.

Êàçâàìå, ÷å ρ å ïñåâäîìåòðèêà è (X, ρ) å ïñåâäîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà äà

ðàçäåëèì X íà êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò, òàêà ÷å x ∼ y, àêî ρ(x, y) = 0. Òîãàâà, àêî X̃
å ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò è ρ̃(x̃, ỹ) = ρ(x, y), êúäåòî x è
y ñà ïðîèçâîëíè ïðåäñòàâèòåëèíà êëàñîâåòå x̃ è ỹ.

Ùå çàâúðøèì ñ äâà ïðèìåðà îò ñôåðè ðàçëè÷íè îò ìàòåìàòèêàòà.

Ïðèìåð 2.16 Íåêà X å ìíîæåñòâîòî îò õîðà ñ åäèí è ñúùè ïðåäøåñòâåíèê, íàïðèìåð
ïðàâíóöè è ïðàáàáà. Äåôèíèðàìå ðàçñòîÿíèå ρ ìåæäó äâà èíäèâèäà êàòî áðîÿ ïîêîëåíèÿ,
êîèòî å íåîáõîäèìî äà ñå âúðíåì íàçàä, çà äà äîñòèãíåì äî îáùèÿ èì ïðåäøåñòâåíèê.
Íàïðèìåð ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå ñåñòðè å 1, à ìåæäó äâå ïúðâè áðàòîâ÷åäêè å 2
(Ôèãóðà 16). Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å òîâà å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Â äåéñòâèòåëíîñò
òàçè ìåòðèêà óäîâëåòâîðÿâà ïî�ñèëíîòî óñëîâèå

ρ(x, y) ≤ max{ρ(x, z), ρ(z, y)}.
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Ôèãóðà 16: Ðîäîñëîâíî äúðâî

Íàïðèìåð ρ(A2, B2) = 1, ρ(A3, C3) = 1, ρ(A3, D3) = 2, ρ(A4, B4) = 1, ρ(A4, E4) = 2,
ρ(A4, G4) = 3.

Îïðåäåëåíèå 2.3 Êàçâàìå, ÷å ìåòðèêàòà ρ å óëòðà�ìåòðèêà, àêî óäîâëåòâîðÿâà ïî-
ñèëíîòî íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà:

ρ(x, y) ≤ max{ρ(x, z), ρ(z, y)}

çà âñåêè x, y, z ∈ X.

Äðóã ïðèìåð èçâúí ìàòåìàòèêàòà.

Ïðèìåð 2.17 Íåêà X å ìíîæåñòâîòî îò n�áóêâåíèòå äóìè. Ðàçñòîÿíèå äåôèíèðàìå
ñ ρ(x, y) = ]{i : xi 6= yi}.

Âúïðåêè, ÷å ñúùåñòâóâàò ìíîãî ðåàëíè ñèòóàöèè â êîèòî ðàçñòîÿíèåòî ìîæå äà ñå
îïèøå ñ ìåòðèêà, òî ñúùåñòâóâàò è ðåàëíè ñèòóàöèè, êúäåòî äåôèíèöèÿòà çà ìåòðèêà å
íåïðèëîæèìà. Íàïðèìåð â ìíîãî ãðàäîâå èìà åäíîïîñî÷íè óëèöè, êîåòî ìîæå äà íàðóøè
óñëîâèåòî çà ñèìåòðè÷íîñò íà ðàçñòîÿíèåòî, âúïðåêè ÷å íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà
ùå áúäå èçïúëíåíî.

Âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà ìîãàò äà ñå âúâåäàò ìíîãî ìåòðèêè. Ïîíÿêîãà å ðàçóìíî äà ñå
âúâåäå ìåòðèêà, êîÿòî ðàçòÿãà èëè ñâèâà ÷àñòè îò ðåàëíàòà ïðàâà èëè èçîáùî îò ïðîñò-
ðàíñòâîòî X. Òîâà ìîæå äà íè áúäå íåîáõîäèìî, àêî ìîäåëèðàìå ñèòóàöèè â êîèòî íÿêàêâî
òåãëî å íåîáõîäèìî: åäíî è ñúùî ðàçñòîÿíèå, íî ïî äâà ðàçëè÷íè ïúòÿ, íàïðèìåð ìàãèñ-
òðàëà è ÷åðåí ïúò ñå èçìèíàâà çà ðàçëè÷íî âðåìå. Òîâà âèíàãè ìîæå äà ñå ïîñòèãíå,
çàùîòî âñÿêà èíåêòèâíà ôóíêöèÿ f : R→ R ïîðàæäà ìåòðèêà. Íàèñòèíà àêî ðàçãëåäàìå
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ρ(a, b) = |f(a)− f(b)|. Èíåêòèâíîñòòà íà èçîáðàæåíèåòî f å íåîáõîäèìî çà äà ñå îñèãóðè,
÷å çà âñåêè äâå a 6= b å èçïúëíåíî ρ(a, b) 6= 0. Ñèìåòðè÷íîñòòà è íåðàâåíñòâîòî íà òðèú-
ãúëíèêà ñëåäâàò íåïîñðåäñòâåíî îò ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèÿòà ìîäóë. Êàòî ïðèìåð ìîæå
äà ðàçãëåäàìå:

d1(x, y) = |ex − ey|; d2(x, y) =

∣∣∣∣1x − 1

y

∣∣∣∣ ; d3(x, y) = | log(x/y)|.

Äîêàæåòå, ÷å ïðîñòðàíñòâàòà (R, d1), (R, d2) è ((0,+∞), d3) ñà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà.

Çàäà÷è

Ñèìâîëúò `0 ùå èçïîëçâàìå çà îçíà÷àâàíå íà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ðåäèöè {xn}∞n=1,
xn ∈ R.
Çàäà÷à 1. Íåêà â `0 å äåôèíèðàíà ôóíêöèÿòà

ρ(x, y) =
1

min{k ∈ N : xk 6= yk}
.

Äîêàæåòå, ÷å ρ e ìåòðèêà â `0.
Çàäà÷à 2. Íåêà â `0 ñà äåôèíèðàíè ôóíêöèèòå

ρ(x, y) =
∞∑
k=1

1

2k
|xk − yk|

1 + |xk − yk|

è

d(x, y) =
∞∑
k=1

1

k2
min{|xk − yk|, 1}.

äîêàæåòå, ÷å ρ è d ñà ìåòðèêè â `0.
Çàäà÷à 3. Íåêà â C[0,1] å äåôèíèðàíà ôóíêöèÿòà

ρ(f, g) =

∫ 1

0

|f(t)− g(t)|
1 + |f(t)− g(t)|

dt.

Äîêàæåòå, ÷å ρ e ìåòðèêà.
Çàäà÷à 4. Íåêà C(1)

[0,1] å ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè ôóíêöèè ñ íåïðåêúñíàòà ïðîèçâîäíà â
èíòåðâàëà [0, 1]. Äåôèíèðàìå

ρ1,1(f, g) = max
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)|+ max
t∈[0,1]

|f ′(t)− g′(t)|.

ρ1,∞(f, g) = max

{
max
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)|, max
t∈[0,1]

|f ′(t)− g′(t)|
}
.

ρ1,2(f, g) =
√

(max
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)|)2 + (max
t∈[0,1]

|f ′(t)− g′(t)|)2.

37



Äîêàæåòå, ÷å ρ1,1, ρ1,∞ è ρ1,2 ñà ìåòðèêè â C
(1)
[0,1].

Çàäà÷à 5. Íåêà C(n)
[0,1] å ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè ôóíêöèè ñ íåïðåêúñíàòà n�òà ïðîèç-

âîäíà â èíòåðâàëà [0, 1]. Äåôèíèðàìå

ρn,1(f, g) =
n∑
i=0

max
t∈[0,1]

|f (i)(t)− g(i)(t)|.

ρn,∞(f, g) = max
i=1,2...,n

{
max
t∈[0,1]

|f (i)(t)− g(i)(t)|
}
.

ρn,2(f, g) =

√√√√ n∑
i=0

(max
t∈[0,1]

|f (i)(t)− g(i)(t)|)2.

Äîêàæåòå, ÷å ρn,1, ρn,∞ è ρn,2 ñà ìåòðèêè â C
(1)
[0,1].

Çàäà÷à 6. Íåêà X = Rn. Ôóíêöèÿòà ρ : X ×X → R å äåôèíèðàíà ÷ðåç

ρ(x, y) = min
k=1,...,n

|xk − yk|.

Ìåòðèêà ëè å ρ?
Çàäà÷à 7. Íåêà X = Z. Ôóíêöèÿòà ρ : X ×X → R å äåôèíèðàíà ÷ðåç

ρ(x, y) =

 0, x = y

2n, x− y = 2na, n ∈ N, a− íå÷åòíî ÷èñëî.

Ìåòðèêà ëè å ρ?
Çàäà÷à 8. Íåêà X = Q. Ôóíêöèÿòà ρ : X ×X → R å äåôèíèðàíà ÷ðåç

ρ(x, y) =

 0, x = y

3n, x− y = 3na/b, a, b− íå ñå äåëÿò íà 3, n ∈ Z.

Ìåòðèêà ëè å ρ?
Çàäà÷à 9. Íåêà X å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ôóíêöèè f : N → N. Îïðåäåëÿ ëè ìåòðèêà
ôóíêöèÿòà ρ : X ×X → R å äåôèíèðàíà ÷ðåç

ρ(f, g) =

 0, f = g

2−n, n− íàé�ìàëêîòî n òàêà ÷å f(n) 6= g(n).

Ìåòðèêà ëè å ρ?
Çàäà÷à 10. Êîè îò ìåòðèêèòå â ðàçãëåäàíèòå ïðèìåðè è çàäà÷è ñà óëòðà-ìåòðèêè?
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Çàäà÷à 11. Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæåòå íåðàâåíñòâîòî

|ρ(x, y)− ρ(z, v)| ≤ ρ(x, v) + ρ(y, z)

çà âñåêè x, y, z ∈ X
Çàäà÷à 12. Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà ρ(x, y) = |x2 − y2| íå äåôèíèðà ìåòðèêà â R. Êàêâî
ìîæåòå äà êàæåòå çà ôóíêöèÿòà ρ(x, y) = |x− y|2?
Çàäà÷à 13. Íåêà â ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè èðàöèîíàëíè ÷èñëà X = R\Q äåôèíèðàìå

ôóíêöèÿòà ρ(x, y) =
∣∣∣ 1
x
− 1

y

∣∣∣ çà âñåêè x, y ∈ X. Ìåòðèêà ëè å òàçè ôóíêöèÿ?

Çàäà÷à 14.Ïîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò åñòåñòâåíèòå ÷èñëà ñíàáäåíî ñ ìåòðèêàòà ρ(n,m) =
|m− n|
mn

å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à 15. Äîêàæåòå, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî (R, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, àêî ρ(x, y) = |x− y|+ 1, x.y < 0

|x− y|, x.y ≥ 0

Çàäà÷à 16. Íåêà (X, d) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è f : X → X å áèåêòèâíî èçîáðàæåíèå.
Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà ρ(x, y) = d(f(x), f(y)) å ìåòðèêà â X.
Çàäà÷à 17. Íåêà (X, d) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è U, V ⊂ X, òàêèâà ÷å U

⋃
V = X è

U
⋂
V = ∅. Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà

ρ(x, y) =

 d(x, y) + 1, êîãàòî òî÷íî åäíà îò òî÷êèòå x, y ïðèíàäëåæè íà U

d(x, y), â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Çàäà÷à 18. Íåêà âñåêè äâå x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2 å äåôèíèðàíà ôóíêöèÿòà

ρ(x, y) =

 |x1 − y1|, x2 = y2

|x1|+ |x2 − y2|+ |y1|, x2 6= y2.

Äîêàæåòå, ÷å (R2, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.
Çàäà÷à 19. Íåêà âñåêè äâå x, y ∈ R2 å äåôèíèðàíà ôóíêöèÿòà

ρ(x, y) =

 0, x = y

|x|+ |x− y|+ |y|, x 6= y.

Äîêàæåòå, ÷å (R, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.
Çàäà÷à 20. Íåêà îçíà÷èì ñ I ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè èíòåðâàëè â R îò âèäà [a, b]. Íåêà
çà âñåêè äâà èíòåðâàëà I = [a, b], J = [s, r] ∈ I äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà

ρ(I, J) = max{|a− s|, |b− r|}.
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Ôèãóðà 17: Ìåòðèêà íà ôðåíñêèòå æåëåçíèöè

Äîêàæåòå, ÷å ρ å ðàçñòîÿíèå.
Çàäà÷à 21.Íåêà ðàçãëåäàìå ñíîï îò ïðàâè ïðåç òî÷êàòàO â ðàâíèíàòà. Íåêà ðàçñòîÿíèåòî
ìåæäó äâå òî÷è å

ρ(X, Y ) =

 ρ2(X, Y ), àêî òî÷êèòå X, Y,O ëåæàò íà åäíà ïðàâà

ρ2(X,O) + ρ2(O, Y ), àêî òî÷êèòå X, Y,O íå ëåæàò íà åäíà ïðàâà

Äîêàæåòå, ÷å ρ å ðàçñòîÿíèå. ×åñòî òàçè ìåòðèêà ñå íàðè÷à ½ìåòðèêà íà ôðåíñêèòå æå-
ëåçíèöè� ïîðàäè ïðèëèêàòà ñ ôðåíñêàòà æåëåçîïúòíà ìðåæà îò íà÷àëîòî íà 20-òè âåê
(Ôèãóðà 17).
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3 Åëåìåíòè íà ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî

Ôóíêöèÿòà ðàçñòîÿíèå íè ïîçâîëÿâà äà èçìåðâàìå ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå òî÷è, ðàçñòî-
ÿíèåòî ìåæäó äâå ìíîæåñòâà, äèàìåòúðà íà ìíîæåñòâî.

3.1 Îòâîðåíî è çàòâîðåíî êúëáî

Ùå âúâåäåì íÿêîè îñíîâíè ïîíÿòèÿ îò òåîðèÿòà íà ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà. Êîãàòî
çíàåì êàêâî å ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó äâå òî÷êè, âúçíèêâà âúïðîñà êîè òî÷êè ñå íàìèðàò íà
åäíî è ñúùî ðàçñòîÿíèå îò äàäåíà òî÷êà è òàêà ñòèãàìå äî ïîíÿòèåòî êúëáî â ìåòðè÷íî
ïðîñòðàíñòâî.

Íàâñÿêúäå â òàçè ãëàâà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X å íåãîâî ïîäìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 3.1 Îòâîðåíî êúëáî ñ ðàäèóñ r è öåíòúð x0 íàðè÷àìå

Bx0(r) = {x ∈ X : ρ(x, x0) < r}.

Çàòâîðåíî êúëáî ñ ðàäèóñ r è öåíòúð x0 íàðè÷àìå

Bx0 [r] = {x ∈ X : ρ(x, x0) ≤ r}.

Îòâîðåíî êúëáî ñ öåíòúð x0 è ðàäèóñ ε > 0 ùå íàðè÷àìå ε�îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0 è
ùå îçíà÷àâàìå ñ Oε(x0).

Íåêà ðàçãëåäàìå êúëáàòà â R2 ñ öåíòúð 0 è ðàäèóñ 1 ñïðÿìî ìåòðèêèòå ρ∞, ρ1, ρ2 .
Òîâà ñà çàùðèõîâàíèòå ôèãóðè ñúîòâåòíî íà Ôèãóðà 18.

(1,-1)(-1,-1)

(-1,1) (1,1)

(0,-1)

(-1,0)

(0,1)

(1,0)

(0,-1)

(-1,0)

(0,1)

(1,0)

Ôèãóðà 18: Åäèíè÷íèòå êúëáà ñïðÿìî ìåòðèêèòå ρ∞, ρ1, ρ2 â R2

Íåêà ðàçãëåäàìå êúëáà â R2 ñ öåíòúð 0 è ðàäèóñ 1 çà p = 1, 1 < p < 2, p = 2,
2 < p <∞, p =∞. Òå ñà èçîáðàçåíè íà Ôèãóðà 19.

Â äèñêðåòíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî Bx0(r) ñúâïàäà ñ x0 çà r ≤ 1 è ñúâïàäà ñ
öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî çà r > 1. Êàêâî ìîæå äà ñå êàæå çà Bx0 [r] â äèñêðåòíîòî ìåòðè÷íî
ïðîñòðàíñòâî?

41



Ôèãóðà 19: Åäèíè÷íèòå êúëáà çà ìåòðèêèòå ρp â R2

3.2 Äèàìåòúð íà ìíîæåñòâî

Îïðåäåëåíèå 3.2 Äèàìåòúð íà íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X íàðè÷àìå

diam A = sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A}.

Ïðèìåð 3.1 Ìíîæåñòâîòî Bx0 [r] èìà äèàìåòúð ïî�ìàëúê èëè ðàâåí íà 2r.

Ðåøåíèå: Íåêà x, y ∈ Bx0 [r], òîãàâà îò íåðàâåíñòâîòî ρ(x, y) ≤ ρ(x, x0) +ρ(x0, y) ≤ r+ r =
2r ñëåäâà, ÷å diam(Bx0 [r]) ≤ 2r (Ôèãóðà 20).

Ôèãóðà 20: Äèàìåòúð íà åäèíè÷íîòî êúëáî

Íåêà äà ðàçãëåäàìå äèñêðåòíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà Bx0 [1] ≡ X, çàùîòî
çà âñåêè äâå x, y ∈ Bx0 [1] å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî ρ(x, y) = 1 (Ôèãóðà 21).

Òâúðäåíèå 3.1 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A ⊆ B ⊂ X. Òîãàâà diam(A) ≤
diam(B).

42



Ôèãóðà 21: Äèàìåòúð íà åäèíè÷íîòî êúëáî â äèñêðåòíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî

Äîêàçàòåëñòâî: Îò A ⊆ B ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A} ≤ sup{ρ(u, v) : u, v ∈ B}.

�

Òâúðäåíèå 3.2 Àêî S ⊂ R, òîãàâà diam(S) = sup{s ∈ S} − inf{s ∈ S}

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ êîãàòî sup{s ∈ S}, inf{s ∈ S} 6= ∞. Çà âñÿêî
ε > 0 ñúùåñòâóâàò a, b ∈ S, òàêèâà ÷å

a− ε/2 ≤ inf{S} ≤ a ≤ b ≤ sup{S} ≤ b+ ε/2.

Ñëåäîâàòåëíî å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

sup{S} − inf{S} ≤ b− a+ ε ≤ diam(S) + ε.

Îò ïðîèçâîëíèÿ èçáîð íà ε > 0 ñëåäâà, ÷å sup{S}− inf{S} ≤ diam(S). Îò äðóãà ñòðàíà çà
âñåêè äâå x, y ∈ S îò íåðàâåíñòâàòà

inf{S} ≤ x, y ≤ sup{S}

ïîëó÷àâàìå |x− y| ≤ sup{S} − inf{S} è ñëåäîâàòåëíî diam(S) ≤ sup{S} − inf{S}. �

Ïðèìåð 3.2 Èíòåðâàëèòå [a, b], [a, b), (a, b] è (a, b) èìàò äèàìåòúð b− a.

Îïðåäåëåíèå 3.3 Àêî A,B ⊂ X ñà äâå íåïðàçíè ìíîæåñòâà, òî ðàçñòîÿíèå ìåæäó
òÿõ íàðè÷àìå

ρ(A,B) = inf{ρ(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}.
Â ÷àñòíîñò ðàçñòîÿíèå ìåæäó íåïðàçíîòî ìíîæåñòâî A ⊂ X è x ∈ X íàðè÷àìå

ρ(x,A) = ρ({x}, A) = inf{ρ(x, a) : a ∈ A}.
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Ôèãóðà 22:

Ïðèìåð 3.3 Çà âñÿêî x ∈ R å èçïúëíåíî dist(x,Q) = dist(x,R\Q) = 0.

Ïðèìåð 3.4 Íåêà l = {(x1, x2) ∈ R2
2 : ax1 + bx2 + c} å ïðàâà â R2

2. Òîãàâà ðàçñòîÿíèåòî

îò z = (z1, z2) äî ïðàâàòà l å ðàâíî íà
|az1 + bz2 + c|√

a2 + b2
.

Òâúðäåíèå 3.3 Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A ⊆ B ⊆ X. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ X
å èçïúëíåíî

dist(x,B) ≤ dist(x,A) ≤ dist(x,B) + diam(B)

Äîêàçàòåëñòâî: Îò âêëþ÷âàíåòî A ⊆ B ñëåäâà, ÷å

dist(x,B) = inf{ρ(x, b) : b ∈ B} ≤ inf{ρ(x, a) : a ∈ A} = dist(x,A).

Íåêà a ∈ A è b ∈ B ñà ïðîèçâîëíî èçáðàíè. Òîãàâà

dist(x,A) ≤ ρ(x, a) ≤ ρ(x, b) + ρ(a, b) ≤ ρ(x, b) + diam(B).

Îò ïðîèçâîëíèÿò èçáîð íà b ∈ B ñëåäâà, ÷å dist(x,A) ≤ dist(x,B) + diam(B) (Ôèãóðà 22).

Òâúðäåíèå 3.4 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è x, y ∈ X, S ⊂ X. Òîãàâà:
à) dist(x, S) ≤ ρ(x, y) + dist(y, S);
á) | dist(x, S)− dist(y, S)| ≤ ρ(x, y) ≤ dist(x, S) + diam(S) + dist(y, S).

Äîêàçàòåëñòâî: à) Íåêà s ∈ S å ïðîèçâîëíî èçáðàíî. Òîãàâà dist(x, S) ≤ ρ(x, s) ≤ ρ(x, y)+
ρ(y, s). Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å â ñèëà çà âñè÷êè s ∈ S è ñëåäîâàòåëíî dist(x, S) ≤
ρ(x, y) + dist(y, S).

á) Ïîâòàðÿéêè äîêàçàòåëñòâîòî îò à), ñëåä ðàçìÿíà íà ìåñòàòà íà x è y ïîëó÷àâàìå
dist(y, S) ≤ ρ(x, y) + dist(x, S) è ñëåäîâàòåëíî

| dist(x, S)− dist(y, S)| ≤ ρ(x, y).

Çà ïðîèçâîëíè p, q ∈ S å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî ρ(x, y) ≤ ρ(x, p) + ρ(p, q) + ρ(q, y) ≤ ρ(x, p) +
diam(S) + ρ(q, y). Îò ïðîèçâîëíèÿ èçáîð íà p, q ∈ S ñëåäâà á). �
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Îïðåäåëåíèå 3.4 Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî A ⊂ X å îãðàíè÷åíî, àêî diam A <∞.

Òâúðäåíèå 3.5 Ìíîæåñòâîòî A ⊂ X å îãðàíè÷åíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñú-
ùåñòâóâàò x ∈ X è r > 0, òàêà ÷å A ⊆ Bx[r].

Äîêàçàòåëñòâî: Àêî ñúùåñòâóâàò x ∈ X è r > 0, òàêà ÷å A ⊆ Bx[r], òîãàâà îò Òâúðäåíèå
3.1 è diam(Bx[r]) ≤ 2r ñëåäâà, ÷å diam(A) ≤ 2r <∞.

Íåêà diam(A) = d < ∞ è íåêà x ∈ X å ïðîèçâîëíî. Ïîëàãàìå r = d + dist(x,A) + 1.
Íåêà a ∈ A. Ñúùåñòâóâà b ∈ A, òàêà ÷å ρ(x, b) ≤ dist(x,A) + 1 è îò íåðàâåíñòâîòî

ρ(a, x) ≤ ρ(a, b) + ρ(b, x) ≤ d+ dist(x,A) + 1 = r

ñëåäâà, ÷å a ∈ Bx[r]. �

Ôèãóðà 23: Îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî

Íà ôèãóðà 23 ñà äàäåíè äâå ìíîæåñòâà â R2
2: åëèïñà � A è âúòðåøíîñòòà íà ïàðàáîëà

B. Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å ñúùåñòâóâà êúëáî (êðúã), êîåòî äà ñúäúðæà ìíîæåñòâîòî A è íå
ñúùåñòâóâà êúëáî (êðúã), êîéòî äà ñúäúðæà ìíîæåñòâîòî B.

Ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî R2
p íå å îãðàíè÷åíî çà íèêîå p ≥ 1. Êúëáîòî Bx(r) ⊂ R2

p å

îãðàíè÷åíî, ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (R2
p, d), êúäåòî d(x, y) = ρp(x,y)

1+ρp(x,y)
e îãðàíè÷åíî.

Âúçìîæíî å äà ñå ïðåñìÿòà ðàçñòîÿíèåòî îò òî÷êà äî îáåäèíåíèå íà ìíîæåñòâà.

Òâúðäåíèå 3.6 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è Xα, α ∈ Γ å ñúâêóïíîñò îò
ïîäìíîæåñòâà íà X, òîãàâà

dist

(
x,
⋃
α∈Γ

Xα

)
= inf{dist(x,Xα) : α ∈ Γ}.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ε > 0. Ñúùåñòâóâà z ∈
⋃
α∈ΓXα, òàêà ÷å ρ(x, z) ≤ dist

(
x,
⋃
α∈Γ

Xα

)
+

ε è ñúùåñòâóâà Xα, òàêà, ÷å z ∈ Xα. Òîãàâà

inf{dist(x,Xα) : α ∈ Γ} ≤ dist(x,Xα) ≤ ρ(x, z) ≤ dist

(
x,
⋃
α∈Γ

Xα

)
+ ε.
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Îò ïðîèçâîëíèÿ èçáîð íà ε ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî inf{dist(x,Xα) : α ∈ Γ} ≤ dist

(
x,
⋃
α∈Γ

Xα

)
.

Îò íåðàâåíñòâîòî dist(x,Xα) ≥ dist

(
x,
⋃
α∈Γ

Xα

)
, çà âñÿêî α ∈ Γ ñëåäâà, ÷å

dist

(
x,
⋃
α∈Γ

Xα

)
≥ inf{dist(x,Xα) : α ∈ Γ}.

�

Òâúðäåíèå 3.7 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è Xα, α ∈ Γ å ñúâêóïíîñò îò
ïîäìíîæåñòâà íà X, òîãàâà

dist

(
x,
⋂
α∈Γ

Xα

)
≥ sup{dist(x,Xα) : α ∈ Γ}.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò íåðàâåíñòâîòî dist(x,Xα) ≥ dist

(
x,
⋂
α∈Γ

Xα

)
, çà âñÿêî α ∈ Γ ñëåäâà,

÷å

dist

(
x,
⋂
α∈Γ

Xα

)
≥ sup{dist(x,Xα) : α ∈ Γ}.

�

Ùå èëþñòðèðàìå ñúñ ñëåäâàùèÿ ïðèìåð, ÷å Òâúðäåíèå 3.7 íå å âÿðíî ñ ðàâåíñòâî,
êàêòî Òâúðäåíèå 3.6.

Ïðèìåð 3.5 Íåêà äà ðàçãëåäàìå â R2
2 ìíîæåñòâàòà X = {(x, y) : (x − 1)2 + y2 = 1},

Y = {(x, y) : (x+ 1)2 + y2 = 1} è òî÷êàòà z = (0, 1).

Ôèãóðà 24: Ðàçñòîÿíèå äî ñå÷åíèå íà ìíîæåñòâà
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Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å dist(z,X) = dist(z, Y ) =
√

2− 1 < 1 = ρ2(z, (0, 0)) = dist(z,X ∩ Y )
(Ôèãóðà 24).

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1: Íà÷åðòàéòå êúëáî ñ ðàäèóñ 1 è öåíòúð 0 â ïðîñòðàíñòâîòî R2 ñ ìåòðèêà:
à) ρ(x, y) = ρ∞(x, y) + ρ1(x, y);
á) ρ(x, y) = ρ1(x, y) + ρ2(x, y);
â) ρ(x, y) = max{ρ∞(x, y), 5ρ1(x, y)};
ã) ρ(x, y) = ρ1(x, y) + 1

2
ρ2(x, y) + 1

22
ρ3(x, y);

ä) ρ(x, y) = ρ1(x, y) + 2ρ2(x, y) + 4ρ4(x, y);

å) ρ(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
ρn(x, y).

Çàäà÷à 2: Íåêà ρ2 å Åâêëèäîâàòà ìåòðèêà â R2. Íåêà ðàçãëåäàìå, òàêà íàðå÷åíîòî ½æå-
ëåçîïúòíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî� (R2, ρ), êúäåòî

ρ(x, y) =

{
ρ2(x, y), àêî x, y, 0 ëåæàò íà åäíà ïðàâà
ρ2(x, 0) + ρ2(y, 0), àêî x, y, 0 íå ëåæàò íà åäíà ïðàâà.

Òàçè ìåòðèêà ñå íàðè÷à ½æåëåçîïúòíà ìåòðèêà� ïî àíàëîãèÿ íà æåëåçîïúòíèòå ïúòèùà,
êúäåòî ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî (0, 0) ∈ R2 å íÿêîé ãîëÿìà Æ.Ï.
ãàðà è àêî èñêàìå äà ñòèãíåì îò òî÷êà X äî òî÷êà Y , êîèòî íå ëåæàò íà åäíà ïðàâà ñ
êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî, òî òðÿáâà ïúðâî äà ñòèãíåì äî ãîëÿìàòà ãàðà (0, 0) ∈ R2 è ïîñëå
äà ïðîäúëæèì êúì Y .

Äîêàæåòå, ÷å ½æåëåçîïúòíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî� (R2, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñ-
òâî. Êàêâî ïðåäñòàâëÿâà ρ(x0, y0) çà x0 = (1, 1) è y0 = (0, 0)? Íàðèñóâàéòå Bx0(r) çà r = 1/2,
r =
√

2 è r = 2.
Çàäà÷à 3: Äîêàæåòå, ÷å àêî x 6∈ Bx0(r), òî dist(x, Sx0(r)) ≥ ρ(x0, x)− r.
Çàäà÷à 4: Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Íàìåðåòå ìíîæåñòâà A,B ⊂ X, òàêèâà
÷å

diam(A
⋃

B) ≥ diam(A) + diam(B).

3.3 Ñõîäÿùè ðåäèöè â ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà.

Îñíîâíî ïîíÿòèå â ðåàëíèÿ àíàëèç å ñõîäèìñòòà íà ðåäèöè.

Îïðåäåëåíèå 3.5 Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà x ∈ X, àêî çà
âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å

ρ(xn, x) < ε

çà âñÿêî n ≥ N , ò.å. çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å xn ∈ Bx(ε) çà âñÿêî
n ≥ N (Ôèãóðà 25). Àêî {xn}∞n=1 å ñõîäÿùà êúì òî÷êàòà x ∈ X, çàïèñâàìå limn→∞ xn = x
è x ñå íàðè÷à ãðàíèöà íà ðåäèöàòà {xn}∞n=1.

47



Ôèãóðà 25: Ñõîäÿùà ðåäèöà

Äåôèíèöèÿòà çà ãðàíèöà íà ðåäèöà â ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî X ìîæå äà ñå èçêàæå
è â òåðìèíèòå íà ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâà ðåäèöà. Èìåííî, ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ñõîäÿùà êúì
òî÷êàòà x ∈ X, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî limn→∞ ρ(xn, x) = 0.

Òâúðäåíèå 3.8 Íåêà {xn}∞n=1 å ðåäèöà â ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ). Ñúùåñòâóâà
íå ïîâå÷å îò åäíà òî÷êà x, êúì êîÿòî {xn}∞n=1 å ñõîäÿùà.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. ñúùåñòâóâàò ïîíå äâå òî÷êè x è y, êîèòî
ñà ãðàíèöà íà {xn}∞n=1. Íåêà èçáåðåì ε = ρ(x, y)/2. Òîãàâà ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å

ρ(xn, x) < ε è ρ(xn, y) < ε

çà âñÿêî n ≥ N (Ôèãóðà 26). Ïðèëàãàéêè íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà,

ρ(x, y) ≤ ρ(xn, x) + ρ(xn, y) < ε+ ε = ρ(x, y)

äîñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå. �

Ôèãóðà 26: Åäèíñòâåíîñò íà ãðàíèöàòà íà ðåäèöà

Îò îïðåäåëåíèåòî çà îãðàíè÷åíîñò íà åäíî ìíîæåñòâî ïîëó÷àâàìå, ÷å åäíà ðåäèöà
{xn}∞n=1 å îãðàíè÷åíà, àêî ñúùåñòâóâà r > 0, òàêà ÷å ρ(xn, xm) ≤ r çà âñÿêî n,m ∈ N å
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èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî ρ(xn, xm) ≤ r. Îò Òâúðäåíèå 3.5, ïîëó÷àâàìå, ÷å åäíà ðåäèöà
{xn}∞n=1 å îãðàíè÷åíà, àêî ñúùåñòâóâàò x0 ∈ X è r > 0, òàêà ÷å ρ(x0, xn) ≤ r çà âñÿêî
n ∈ N.

Òâúðäåíèå 3.9 Âñÿêà ñõîäÿùà ðåäèöà å îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà èçáåðåì ε = 1. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ν, òàêà ÷å ρ(x, xn) < 1 çà âñÿêî
n ≥ ν. Äà ïîëîæèì r = max{1, ρ(x, x1), ρ(x, x2), . . . , ρ(x, xν−1), }. Òîãàâà î÷åâèäíî ρ(x, xn) ≤
r çà âñÿêî n ∈ N. �

Òâúðäåíèå 3.10 Íåêà X =
∏n

i=1Xi å äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà ìåòðè÷íèòå ïðîñò-

ðàíñòâà (Xi, ρi), i = 1, . . . , n è x(m) = (x
(m)
1 , x

(m)
2 , . . . , x

(m)
n ) ∈ X. Òîãàâà limm→∞ x

(m) =

x = (x1, . . . , xn) ∈ X, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî limm→∞ x
(m)
i = xi ∈ Xi çà âñÿêî

i = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ïðèïîìíèì, ÷å ðàçãëåæäàìå X ñ ìåòðèêàòà

(17) ρ(x, y) =
n∑
i=1

ρi(xi, yi)

çà x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn). Îò (17) ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî

(18) ρi(xi, yi) ≤ ρ(x, y) ≤ n max
1≤i≤n

ρi(xi, yi), çà âñåêè x, y ∈ X.

Íåêà limm→∞ x
(m) = x, êúäåòî x = (x1, . . . , xn). Çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å

ρ(x(m), x) < ε çà âñÿêî m ≥ N . Îò (18) ïîëó÷àâàìå ρi(x
(m)
i , xi) < ε çà âñÿêî m ≥ N è âñÿêî

i = 1, . . . , n ò.å. limm→∞ x
(m)
i = xi çà âñÿêî i = 1, . . . , n.

Îáðàòíî, íåêà limm→∞ x
(m)
i = xi â (Xi, ρi) çà i = 1, . . . , n, ò.å. limn→∞ ρ(x

(m)
i , xi) = 0 çà

i = 1, . . . , n. Ñëåäîâàòåëíî çà ïðîèçâîëíî ε > 0 ñúùåñòâóâà N(i) ∈ N, òàêà ÷å

ρi(x
(m)
i , xi) <

ε

n

çà m ≥ N(i). Îò (18) ïîëó÷àâàìå å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

ρ(x(m), x) ≤ n max
1≤i≤n

ρi(x
(m)
i , xi) < ε

çà âñÿêî m ≥ max{N(i) : 1 ≤ i ≤ n}. Ñëåäîâàòåëíî limm→∞ x
(m) = x. �

Çàáåëåæêà: Òâúðäåíèå 3.10 å âÿðíî, àêî ñíàáäèì X =
∏n

i=1 Xi ñ ìåòðèêà d∞ = max
i=1,...,n

{ρi}

èëè dp = p
√
ρp1 + ρp2 + · · ·+ ρpn.
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Îïðåäåëåíèå 3.6 Êàçâàìå, ÷å äâå ìåòðèêè ρ è d â X ñà åêâèâàëåíòíè, àêî

lim
n→∞

ρ(xn, x) = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

Ïðèìåð 3.6 Íåêà ρ å ïðîèçâîëíà ìåòðèêà â X. Òîãàâà ìåòðèêàòà

d(x, y) =
ρ(x, y)

1 + ρ(x, y)
.

å åêâèâàëåíòíà íà ρ.

Íàèñòèíà, àêî limn→∞ ρ(xn, x) = 0, òî

lim
n→∞

d(xn, x) = lim
n→∞

ρ(xn, 0)

1 + ρ(xn, x)
= 0.

Îáðàòíî íåêà limn→∞ d(xn, x) = 0 òîãàâà

lim
n→∞

ρ(xn, x) = lim
n→∞

d(xn, 0)

1− d(xn, x)
= 0.

Ïðèìåð 3.7 Íåêà X =
n∏
i=1

Xi å äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå íà ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà

(Xi, ρi), i = 1, . . . , n. Òîãàâà ìåòðèêèòå

d(x, y) = max
1≤i≤n

ρi(xi, yi)

è

d2(x, y) =

(
n∑
i=1

ρi(xi, yi)
2

)1/2

ñà åêâèâàëåíòíè.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1: Äîêàæåòå, ÷å â Rm ìåòðèêèòå ρp è ρq ñà åêâèâàëåíòíè çà âñåêè äâå 1 ≤ p, q ≤ ∞.
Çàäà÷à 2: Íåêà f : [0,+∞)→ R. Äîêàæåòå, ÷å (X, f(ρ)) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî çà âñÿêî
ìåòðè÷íî (X, ρ) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî:
1) f(x) ≥ 0;
2) f(0) = 0;
3) f(x+ y) ≤ f(x) + f(y).
à) Ñúùåñòâóâà ëè çà ôóíêöèÿòà f òî÷êà â êîÿòî äà áúäå íåïðåêúñíàòà. Òðÿáâà ëè ôóíê-
öèÿòà äà áúäå íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà 0.
á) Ðàçãëåäàéòå ïðèìåðà ([0, 1], ρ1), êúäåòî ρ1(x, y) = |x− y| è ([0, 1],

√
ρ1).

50



â)Äîêàæåòå, ÷å ìåòðèêèòå ρ1 è f(ρ1) ñà åêâèâàëåíòíè, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî f å
íåïðåêúñíàòà â 0.
ã) Ðàçãëåäàéòå ïðèìåðà ([0, 1], ρ1), êúäåòî ρ1(x, y) = |x− y| è
ã.1) f(x) = sin(x), ã.2) f(x) = ln(1 + x), ã.3) ex − 1, â.4) cos2(x), ã.5)

x

1 + x
.

ä) Êîíñòðóèðàéòå ïðèìåð íà ôóíêöèÿ f , êîÿòî íå å îãðàíè÷åíà â íèêîÿ îêîëíîñò íà
òî÷êàòà 0.

Çàäà÷à 3: Íåêà â R ðàçãëåäàìå ìåòðèêàòà d(x, y) =

∣∣∣∣ x

1 + |x|
− y

1 + |y|

∣∣∣∣. Äîêàæåòå, ÷å d å
åêâèâàëåíòíà íà ìîäóë ìåòðèêàòà â R.
Çàäà÷à 4: Íåêà f : [0,+∞)→ R è óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:
1) f(x) > 0 çà x > 0;
2) f(0) = 0;
3) f å íåíàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ;

4)
f(x)

x
å íå ðàñòÿùà ôóíêöèÿ.

Äîêàæåòå, ÷å ρ(x, y) = f(|x− y|) äåôèíèðà ðàçñòîÿíèå â R.
Çàäà÷à 5: Íåêà f : [0,+∞)→ R è óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:
1) f(x) > 0 çà x > 0;
2) f(0) = 0;
3) f å íåíàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ;
4) f ′′(x) ≤ 0 çà âñÿêî x ∈ [0,+∞).
Äîêàæåòå, ÷å ρ(x, y) = f(|x− y|) äåôèíèðà ðàçñòîÿíèå â R.
Çàäà÷à 6: Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è ðåäèöèòå {xk}∞k=1 è {yk}∞k=1 ñà ñõîäÿùè
ñúîòâåòíî êúì x, y ∈ X. Äîêàæåòå, ÷å lim

k→∞
ρ(xk, yk) = ρ(x, y).

Íåêà {xn}∞n=1 å ðåäèöà â (X, ρ). Íåêà {nk}∞k=1 å ñòðîãî ðàñòÿùà ðåäèöà îò åñòåñòâåíè
÷èñëà. Òîãàâà ðåäèöàòà {xnk

}∞k=1 íàðè÷àìå ïîäðåäèöà íà {xn}∞n=1.
Çàäà÷à 7: Íåêà x ∈ X, êúäåòî (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà {xn}∞n=1 å ðåäèöà â
(X, ρ) ñúñ ñâîéñòâîòî: Âñÿêà ïîäðåäèöà {xnk

}∞k=1 èìà ïîäðåäèöà {xnki
}∞i=1, êîÿòî å ñõîäÿùà

êúì x. Äîêàæåòå, ÷å lim
n→∞

xn = x.

Çàäà÷à 8: à) Äîêàæåòå, ÷å àêî limn→∞ xn = x è limn→∞ yn = x, òî limn→∞ ρ(xn, yn) = 0;
á) Äîêàæåòå, ÷å àêî limn→∞ xn = x è limn→∞ ρ(xn, yn) = 0, òî limn→∞ yn = x.
Çàäà÷à 9: Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è íåêà {xn}∞n=1 å ðåäèöà â X. Äîêàæåòå, ÷å
àêî ðåäèöèòå {x2n}∞n=1, {x2n+1}∞n=1 è {x3n}∞n=1 ñà ñõîäÿùè, òî è ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ñõîäÿùà.
Çàäà÷à 10: Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî íà íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè f : [0, 1]→
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R. Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò ðåäèöàòà

fn(x) =



nx 0 ≤ x ≤ 1

n

−nx+ 2
1

n
≤ x ≤ 2

n

0
2

n
≤ x ≤ 1,

àêî
à) ρ(f, g) = max{|f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]}

á) ρ(f, g) =

∫ 1

0

|f(x)− g(x)|dx

â) ρ(f, g) =

√∫ 1

0

|f(x)− g(x)|2dx.

3.4 Êðèòåðèè çà ñõîäèìîñò íà ðåäèöè â íÿêîè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Òâúðäåíèå 3.11 Íåêà `0 å ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè ðåäèöè ñ ìåòðèêà

ρ(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
|xn − yn|

1 + |xn − yn|
.

Äîêàæåòå, ÷å lim
n→∞

x(n) = x òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî k ∈ N å èçïúëíåíî

lim
n→∞

x
(n)
k = xk.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà çà âñÿêî k ∈ N å èçïúëíåíî

(19) lim
n→∞

x
(n)
k = xk.

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Ñúùåñòâóâà k0 ∈ N, òàêà ÷å
∞∑

k=k0+1

1

2k
< ε/2. Ïîðàäè (19)

ñúùåñòâóâà n0 ∈ N, òàêà ÷å |x(n)
k − xk| <

ε

2k0

çà âñÿêî k = 1, . . . k0 è âñÿêî n ≥ n0. Òîãàâà

çà n ≥ n0 îò âåðèãàòà îò íåðàâåíñòâà

ρ(x(n), x) =
∞∑
k=1

1

2k
|x(n)
k − xk|

1 + |x(n)
k − xk|

=

k0∑
k=1

1

2k
|x(n)
k − xk|

1 + |x(n)
k − xk|

+
∞∑

k=k0+1

1

2k
|x(n)
k − xk|

1 + |x(n)
k − xk|

≤
k0∑
k=1

1

2k
ε

2k0

+
∞∑

k=k0+1

1

2k
<
ε

2
+
ε

2
= ε
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ïîëó÷àâàìå, ÷å limn→∞ ρ(x(n), x) = 0.

Îò íåðàâåíñòâîòî ρ(x(n), x) =
∞∑
k=1

1

2k
|x(n)
k − xk|

1 + |x(n)
k − xk|

≥ 1

2k
|x(n)
k − xk|

1 + |x(n)
k − xk|

çà âñÿêî k, n ∈

N ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî k ∈ N å èçïúëíåíî limn→∞ x
(n)
k = xk. �

Òâúðäåíèå 3.12 Äîêàæåòå, ÷å lim
n→∞

x(n) = x â `∞ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî

ε > 0 ñúùåñòâóâà N = N(ε) ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N è âñÿêî k ∈ N å èçïúëíåíî

|x(n)
k − xk| < ε, ò.å. x

(n)
k êëîíè ðàâíîìåðíî êúì xk ïî k ∈ N.

Òâúðäåíèå 3.13 Äîêàæåòå, ÷å lim
n→∞

x(n) = x â c0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî

ε > 0 ñúùåñòâóâà N = N(ε) ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N è âñÿêî k ∈ N å èçïúëíåíî

|x(n)
k − xk| < ε, ò.å. x

(n)
k êëîíè ðàâíîìåðíî êúì xk ïî k ∈ N.

Òâúðäåíèå 3.14 Äîêàæåòå, ÷å lim
n→∞

x(n) = x â C[a,b] òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà

âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà N = N(ε) ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N è âñÿêî t ∈ [a, b] å

èçïúëíåíî |x(n)(t)− x(t)| < ε, ò.å. x
(n)
k êëîíè ðàâíîìåðíî êúì xk â èíòåðâàëà [a, b].

Äîêàçàòåëñòâàòà íà Òâúðäåíèå 3.12, Òâúðäåíèå 3.13 è Òâúðäåíèå 3.14 ñëåäâàò íåïîñ-
ðåäñòâåíî îò îïðåäåëåíèåòî çà ñõîäèìîñò íà ðåäèöà è íà ìåòðèêèòå â `∞, c0 è C[a,b].

Ïðèìåð 3.8 Ùå èçñëåäâàìå ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöàòà îò ôóíêöèè fn(t) =
tn

n
− tn+1

n+ 1
+t2

â ïðîñòðàíñòâàòà C[0,1] è C
(1)
[0,1].

Çà âñÿêî t ∈ [0, 1] å â ñèëà lim
n→∞

(
tn

n
− tn+1

n+ 1
+ t2

)
= t2 = f(t). Òúðñèì íà êîëêî å

ðàâíî

max
t∈[0,1]

∣∣∣∣tnn − tn+1

n+ 1
+ t2 − t2

∣∣∣∣ = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣tnn − tn+1

n+ 1

∣∣∣∣ =?

Îò (
tn

n
− tn+1

n+ 1

)′
= tn−1 − tn = tn−1(1− t)

ñëåäâà, ÷å

max
t∈[0,1]

|fn(t)− f(t)| = |fn(1)− f(1)| =
∣∣∣∣ 1n − 1

n+ 1

∣∣∣∣→ 0

è ñëåäîâàòåëíî å èçïúëíåíî lim
n→∞

ρC[0,1]
(fn, f) = 0.

Îò äåôèíèöèÿòà íà ìåòðèêàòà

ρ
C

(1)
[0,1]

(x, y) = max
t∈[0,1]

|x(t)− y(t)|+ max
t∈[0,1]

|x′(t)− y′(t)|
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Ôèãóðà 27: ρC[0,1]
ρ′C[0,1]

â C(1)
[0,1] ñëåäâà, ÷å îñòàâà äà ïðîâåðèì, äàëè lim

n→∞
max
[0,1]
|f ′n(t)| = 0. Îò

(
tn−1 − tn

)′
= (n− 1)tn−2 − ntn−1 = tn−2(n− 1− nt)

ñëåäâà

max
t∈[0,1]

|f ′n (t)− f ′ (t)| =
∣∣∣∣f ′n(n− 1

n

)
− f ′

(
n− 1

n

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(
n− 1

n

)n−1(
1− n− 1

n

)∣∣∣∣∣→ 0.

îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå lim
n→∞

max
[0,1]
|f ′n(t) − f

′
(t)| = 0. Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà îò ôóíêöèè

fn(t) =
tn

n
− tn+1

n+ 1
+ t2 êëîíè êúì t2 â ïðîñòðàíñòâàòà C[0,1] è C

(1)
[0,1].

Íà Ôèãóðà 27 ñà äàäåíè ãðàôèêèòå íà ôóíêöèèòå fn(t) − f(t) è f ′n(t) − f ′(t) çà t =
2, 4, 7.

Ïðèìåð 3.9 Ùå èçñëåäâàìå çà ñõîäèìîñò ðåäèöàòà îò ôóíêöèè fn(t) = tn − tn+1 + t â

ïðîñòðàíñòâàòà C[0,1] è C
(1)
[0,1].

Çà âñÿêî t ∈ [0, 1] å â ñèëà lim
n→∞

(
tn − tn+1 + t

)
= t = f(t). Òúðñèì

max
t∈[0,1]

∣∣tn − tn+1 + t− t
∣∣ = max

t∈[0,1]

∣∣tn − tn+1
∣∣ .

Â Ïðèìåð 3.9 ïîëó÷èõìå

max
t∈[0,1]

|fn (t)− f (t)| =
∣∣∣∣fn( n

n+ 1

)
− f

(
n

n+ 1

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

n

n+ 1

)n
−
(

n

n+ 1

)n+1
∣∣∣∣∣→ 0,

54



Ôèãóðà 28: |ntn−1 − (n+ 1)tn|

îò êúäåòî ñëåäâà lim
n→∞

ρC[0,1]
(fn, f) = 0.

Îñòàâà äà íàìåðèì lim
n→∞

max
[0,1]
|f ′n(t) − f ′(t)|. Îò |f ′n(1) − f ′(1)| = 1 (Ôèãóðà 28) ïîëó-

÷àâàìå, ÷å ðåäèöàòà îò ôóíêöèè fn(t) = tn − tn+1 + t íå å ñõîäÿùà â C(1)
[0,1].

Ïðîâåðåòå, ÷å ðåäèöàòà îò ôóíêöèè â Ïðèìåð 3.9 å ñõîäÿùà â C(1)
[0,a] çà âñÿêî 0 < a < 1.

Òâúðäåíèå 3.15 Äîêàæåòå, ÷å lim
n→∞

x(n) = x â Rm
p , m ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞ òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî k = 1, . . .m å èçïúëíåíî lim
n→∞

x
(n)
k = xk.

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî p <∞.
(⇒) Íåêà lim

n→∞
x(n) = x è ε > 0. Îò ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1 ñëåäâà, ÷å

ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N å èçïúëíåíî(
m∑
k=1

|x(n)
k − xk|

p

)1/p

= ρp(x
(n), x) < ε,

îò êúäåòî âåäíàãà ñëåäâà |x(n)
k − xk| < ε çà âñÿêî k = 1, . . .m ò.å. lim

n→∞
x

(n)
k = xk.

(⇐) Íåêà å èçïúëíåíî lim
n→∞

x
(n)
k = xk çà âñÿêî k = 1, . . .m è ε > 0. Çà âñÿêî k = 1, . . .m

ñúùåñòâóâà Nk ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ Nk å èçïúëíåíî |x(n)
k − xk| < (ε/m)1/p. Òîãàâà çà

âñÿêî n ≥ max{Nk : k = 1, . . .m} å â ñèëà

ρp(x
(n), x) =

(
m∑
k=1

|x(n)
k − xk|

p

)1/p

< ε.
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Ñëó÷àÿ çà p =∞ ñå äîêàçâà àíàëîãè÷íî. �

Òâúðäåíèå 3.16 Äîêàæåòå, ÷å àêî lim
n→∞

x(n) = x â `p, 1 ≤ p < ∞, òî çà âñÿêî k ∈ N å

èçïúëíåíî lim
n→∞

x
(n)
k = xk.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà lim
n→∞

x(n) = x è ε > 0. Îò ñõîäèìîñòòà íà ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1 ñëåäâà,

÷å ñúùåñòâóâà N ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ N å èçïúëíåíî(
∞∑
k=1

|x(n)
k − xk|

p

)1/p

= ρp(x
(n), x) < ε,

îò êúäåòî âåäíàãà ñëåäâà |x(n)
k − xk| < ε çà âñÿêî k = 1, . . . ,∞ ò.å. lim

n→∞
x

(n)
k = xk. �

Çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Àêî x(n) = (x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
k , . . . ), èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1

â ïðîñòðàíñòâàòà `∞, `p, c0, `0 è íàìåðåòå ãðàíèöàòà �è àêî ñúùåñòâóâà:

1.1) x
(n)
k =


1

k
, k ≤ n

0, k > n

; 1.2) x
(n)
k =

 k, k ≤ n

0, k > n
;

1.3) x
(n)
k =

 1, k ≤ n2

0, k > n2
; 1.4) x

(n)
k =


1

nα
, k ≤ n3

0, k > n3

;

1.5) x
(n)
k =


n√
n3 + 1

, k ≤ n3

0, k > n3

; 1.6) x
(n)
k =


k√
k3 + 1

, k ≤ n

0, k > n

;

1.7) x
(n)
k =


2, k = 1

− 1

n
, 2 ≤ k ≤ 2n+ 1

0, k > 2n+ 1

; 1.8) x
(n)
k =


1, k = 1

− 1

n
, 2 ≤ k ≤ n+ 1

0, k > n+ 1

;

1.9) x
(n)
k =



2n

n+ 1
, k = 1, 2

− 1

n+ 1
, 3 ≤ k ≤ 4n+ 2

0, k > 4n+ 2

; 1.10) x
(n)
k =


0, k ≤ 2n

1

k
, 2n + 1 ≤ k ≤ 2n + n

0, k > 2n + n

.
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Çàäà÷à 2. Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò â ïðîñòðàíñòâàòà C[0,1] è C
(1)
[0,1] è íàìåðåòå ãðàíèöàòà

íà ðåäèöàòà {x(n)}∞n=1, àêî ñúùåñòâóâà:

2.1) xn(t) = t1+1/n, 2.2) xn(t) =
2nt

1 + n2t2
, 2.3) xn(t) = tln

(
1 +

1

t

)
,

2.4) xn(t) = tn − t2n, 2.5) xn(t) =
n

2n+ 1
t2+1/n, 2.6) xn(t) =

n2t3+1/n

(2n+ 1)(3n+ 1)
.

Çàäà÷à 3. Íåêà {fn}∞n=1 å íå ðàñòÿùà ðåäèöà îò ôóíêöèè, èçîáðàçÿâàùè [0; 1] â [0; 1]. Íåêà
limn→∞ fn(x) = f(x) çà âñÿêî x ∈ [0, 1] è f å íåïðåêúñíàòà. Äîêàæåòå, ÷å {fn}∞n=1 å ñõîäÿùà
êúì f â M[0,1] (ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè îãðàíè÷åíè ôóíêöèè).

Çàäà÷à 4. Íåêà {fn}∞n=1 å ðåäèöà îò C[0,1] è lim
n,m→∞

∫ 1

0

(fn(x) − fm(x))2dt = 0. Íåêà K :

[0; 1]→ [0; 1] å íåïðåêúñíàòà. Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöàòà gn(x) =

∫ 1

0

K(x, y)fn(y)dy å ñõîäÿùà

â C[0,1].

3.5 Òî÷êà íà äîêîñâàíå, ãðàíè÷íà òî÷êà, èçîëèðàíà òî÷êà

Îïðåäåëåíèå 3.7 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X. Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà
x å òî÷êà íà äîêîñâàíå çà ìíîæåñòâîòî A, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà y ∈ A∩B(x, ε).

Îïðåäåëåíèå 3.8 Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè íà äîêîñâàíå íàðè÷àìå çàòâàðÿíå
íà A è áåëåæèì ñ A.

Ïî òîçè íà÷èí çà âñÿêî ìíîæåñòâî A ñå îïðåäåëÿ îïåðàöèÿòà çàòâàðÿíå, êîÿòî íà
ìíîæåñòâîòî A ñúïîñòàâÿ A.

Òâúðäåíèå 3.17 Îïåðàöèÿòà çàòâàðÿíå óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:
1) A ⊆ A;

2) A = A;
3) àêî A ⊂ B, òî A ⊆ B;
4) A ∪B = A ∪B.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Ñëåäâà îò îïðåäåëåíèåòî çà çàòâàðÿíå çàùîòî âñÿêà òî÷êà îò åäíî
ìíîæåñòâî å è íåãîâà òî÷êà íà äîêîñâàíå.

2) Íåêà x ∈ A, òîãàâà çà âñÿêà îêîëíîñò Bx(ε) ñúùåñòâóâà x1 ∈ A. Íåêà äà ïîëîæèì
ε1 = ε− ρ(x, x1). Â ñèëà å âêëþ÷âàíåòî Bx1(ε1) ⊂ Bx(ε). Íàèñòèíà, àêî z ∈ Bx1(ε1), òî

ρ(z, x) ≤ ρ(z, x1) + ρ(x1, x) < ε1 + ρ(x1, x) = ε.
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Îò x1 ∈ A, ñëåäâà ÷å ñúùåñòâóâà x2 ∈ A ∩ Bx1(ε1) è ñëåäîâàòåëíî x2 ∈ Bx1(ε1) ⊂ Bx(ε).
Êúëáîòî Bx(ε) áåøå èçáðàíî ïðîèçâîëíà è ñëåäîâàòåëíî x ∈ A.

4) Îò x ∈ A ∪B ñëåäâà, ÷å x ïðèíàäëåæè íà ïîíå åäíî îò äâåòå ìíîæåñòâà A èëè B
è ñëåäîâàòåëíî A ∪B ⊆ A ∪ B. Îáðàòíîòî âêëþ÷âàíå ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò 1), êàòî
ñå âçåìå ïðåäâèä, ÷å A ⊂ A ∪B è B ⊂ A ∪B. �

Òâúðäåíèå 3.18 Òî÷êàòà x å òî÷êà íà äîêîñâàíå çà A, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò òî÷êè {xn}∞n=1 ⊆ A, ñõîäÿùà êúì x.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà x å òî÷êà íà äîêîñâàíå çà A. Òîãàâà çà âñÿêî n ∈ N ñúùåñòâóâà
xn ∈ A, òàêà ÷å ρ(xn, x) < 1/n. Ñëåäîâàòåëíî limn→∞ xn = x.

Îáðàòíî, íåêà ñúùåñòâóâà {xn}∞n=1 ⊂ A, òàêà ÷å limn→∞ xn = x è íåêà ε > 0 å ïðîèç-
âîëíî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà N = N(ε), òàêà ÷å ρ(xn, x) < ε çà âñÿêî n ≥ N . Ñëåäîâàòåëíî x
å òî÷êà íà äîêîñâàíå çà A. �

Ïðèìåð 3.10 Íåêà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâàòà (0, 1) è (0, 1/2)
⋃
{1}.

Çà äâåòå ìíîæåñòâà òî÷êàòà 1 å òî÷êà íà äîêîñâàíå. Çà ïúðâîòî ìíîæåñòâî ìîæåì äà
èçáåðåì ðåäèöàòà {1− 1/n}∞n=1, à çà âòîðîòî ìíîæåñòâî ìîæåì äà èçáåðåì ñòàöèîíàðíàòà
ðåäèöà {1}∞n=1.

Îïðåäåëåíèå 3.9 Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà x å ãðàíè÷íà òî÷êà çà ìíîæåñòâîòî A, àêî çà
âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà y 6= x, òàêà ÷å y ∈ A ∩Bx(ε).

Â Ïðèìåð 3.10 òî÷êàòà 1 å ãðàíè÷íà òî÷êà çà ïúðâîòî ìíîæåñòâî, íî íå å ãðàíè÷íà
òî÷êà çà âòîðîòî ìíîæåñòâî.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å åäíà òî÷êà x å òî÷êà íà äîêîñâàíå çà A, àêî èëè x ∈ A èëè
x å ãðàíè÷íà òî÷êà çà A.

Îïðåäåëåíèå 3.10 Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà a å èçîëèðàíà òî÷êà çà ìíîæåñòâîòî A, àêî
ñúùåñòâóâà ε > 0 òàêà ÷å êúëáîòî Ba(ε) íå ñúäúðæà äðóãè òî÷êè îò A îñâåí a.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å çàòâàðÿíåòî íà åäíî ìíîæåñòâî A ñå ñúñòîè îò èçîëèðàíè-
òå ìó òî÷êè, ãðàíè÷íèòå òî÷êè, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà A è ãðàíè÷íèòå òî÷êè êîèòî íå
ïðèíàäëåæàò íà A.

Òâúðäåíèå 3.19 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X. Òî÷êàòà a ∈ A å
èçîëèðàíà òî÷êà çà ìíîæåñòâîòî A òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî dist(a,A\{a}) > 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà a å èçîëèðàíà òî÷êà çà A, òîãàâà ñúùåñòâóâà ε0 > 0, òàêà ÷å Ba(ε0)
íå ñúäúðæà äðóãè òî÷êè îò A îñâåí a. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî x 6= a è x ∈ A å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî ρ(a, x) ≥ ε0 > 0 è ñëåäîâàòåëíî dist(a,A\{a}) > 0.

Íåêà ñåãà dist(a,A\{a}) = d > 0. Äà èçáåðåì ε = d/2. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ Bx(ε) å
èçïúëíåíî ρ(a, x) < ε = d/2 < d è ñëåäîâàòåëíî x 6∈ (A\{a}). (Ôèãóðà 29) �
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Ôèãóðà 29: Èçîëèðàíà òî÷êà

4 Îòâîðåíè è çàòâîðåíè ìíîæåñòâà

4.1 Îòâîðåíè ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 4.1 Íåêà A ⊂ X. Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà x ∈ A å âúòðåøíà òî÷êà çà A,
àêî ñúùåñòâóâà r > 0, òàêà ÷å Bx(r) ⊂ A. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè âúòðåøíè òî÷êè
íà ìíîæåñòâîòî A îçíà÷àâàìå ñ int A.

Àêî x å âúòðåøíà òî÷êà çà A, òî x å âúòðåøíà òî÷êà çà âñÿêî B, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà
A ⊂ B.

Îïðåäåëåíèå 4.2 Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî A å îòâîðåíî, àêî ñå ñúñòîè ñàìî òî âúò-
ðåøíè òî÷êè.

Åêâèâàëåíòíî èçêàçâàíå íà Îïðåäåëåíèå 4.2 å ÷å ìíîæåñòâîòî A å îòâîðåíî, àêî
âñÿêà òî÷êà îò a ∈ A ñúäúðæà è öÿëî êúëáî ñ öåíòúð a, ò.å. çà âñÿêî a ∈ A ñúùåñòâóâà
ε > 0, òàêà ÷å Ba(ε) ⊆ A (Ôèãóðà 30).

Ôèãóðà 30: Îòâîðåíî ìíîæåñòâî

59



Ïðèìåð 4.1 Ïðàçíîòî ìíîæåñòâî ∅ è öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî X ñà îòâîðåíè ìíîæåñ-
òâà.

Ïðèìåð 4.2 Â ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî X, ñíàáäåíî ñ äèñêðåòíàòà ìåòðèêà, âñÿêî
ìíîæåñòâî å îòâîðåíî.

Íåêà A å ïðîèçâîëíî ïîäìíåæåñòâî íà äèñêðåòíîòî ìåòðè÷î ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà çà
âñÿêî a ∈ A, àêî èçáåðåì ε = 1/2, òî ìíîæåñòâîòî Ba(ε) ñå ñúäúðæà â A, çàùîòî ñå ñúñòîè
ñàìî îò òî÷êàòà a.

Ïðèìåð 4.3 Ìíîæåñòâîòî Q íå å îòâîðåíî â R, ðàçãëåæäàíî ñ ìåòðèêàòà ρ(x, y) =
|x− y|, íî å îòâîðåíî ñïðÿìî äèñêðåòíàòà ìåòðèêà.

Íàèñòèíà àêî x ∈ Q è r > 0, òîãàâà çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n ∈ N å èçïúëíåíî
íåðàâåíñòâîòî x < x+

√
2/n < x+ r. Ñëåäîâàòåëíî x+

√
2/n ∈ B(x, r), íî x+

√
2/n 6∈ Q. Â

ñëó÷àÿ íà äèñêðåòíà ìåòðèêà çà âñÿêî x ∈ Q îòâîðåíîòî êúëáî B(x, 1/2) = {x} ⊂ Q, ò.å.
Q å îòâîðåíî â R.

Îïðåäåëåíèå 4.3 Îêîëíîñò íà òî÷êàòà x íàðè÷àìå âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñòâî A, êî-
åòî ñúäúðæà x.

Òâúðäåíèå 4.1 Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà âñÿêî îòâîðåíî êúëáî Bx(r)
å îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà y ∈ Bx(r). Òîãàâà r1 := r − ρ(x, y) > 0. Çà âñÿêî z ∈ By(r1) îò
íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà ïîëó÷àâàìå

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) < ρ(x, y) + r1 = r,

êîåòî ïîêàçâà, ÷å z ∈ Bx(r1) ò.å. By(r1) ⊂ Bx(r) è y å âúòðåøíà òî÷êà çà Bx(r). �

Ôèãóðà 31: Îòâîðåíî êúëáî
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Ïðèìåð 4.4 Âñåêè èíòåðâàë (a, b) ⊂ R å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â R. Èíòåðâàëèòå [a, b],
(a, b], [a, b) è Q íå ñà îòâîðåíè ìíîæåñòâà â R.

Òâúðäåíèå 4.2 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.
1) Ñå÷åíèåòî íà êðàåí áðîé îòâîðåíè ìíîæåñòâà A1, . . . , An ⊆ X å îòâîðåíî ìíîæåñò-
âî;
2) Îáåäèíåíèåòî íà ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà Aγ ⊆ X, γ ∈ Γ å
îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Íåêà x ∈
⋂n
i=1Ai. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò ri > 0, òàêèâà ÷å

Bx(ri) ⊂ Ai çà 1 ≤ i ≤ n. Íåêà r = min{ri : 1 ≤ i ≤ n}. Òîãàâà Bx(r) ⊂ ∩ni=1Ai (Ôè-
ãóðà 32).

Ôèãóðà 32: Ñå÷åíèå íà êðàåí áðîé îòâîðåíè ìíîæåñòâà

2) Íåêà x ïðèíàäëåæè íà îáåäèíåíèåòî íà îòâîðåíè ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëíî x
ïðèíàäëåæè íà ïîíå åäíî îò ìíîæåñòâàòà, íàïðèìåð A . Îò òîâà, ÷å A å îòâîðåíî ñëåäâà,
÷å x å âúòðåøíà òî÷êà çà A è ñëåäîâàòåëíî å è âúòðåøíà òî÷êà çà îáåäèíåíèåòî. �

Ùå ïîêàæåì ñå åäèí ïðèìåð, ÷å ñå÷åíèåòî íà áåçêðàåí áðîé îòâîðåíè ìíîæåñòâà
ìîæå äà íå áúäå îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 4.5 Íåêà äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâàòà (0, 1 + 1/n), n ∈ N.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å
⋂∞
n=1(0, 1+1/n) = (0, 1]. Çà òî÷êàòà 1 ∈

⋂∞
n=1(0, 1+1/n) íå ñúùåñ-

òâóâà îòâîðåí èíòåðâàë ñ öåíòúð 1, êîéòî äà ñå ñúäúðæà öåëèÿò â (0, 1] è ñëåäîâàòåëíî⋂∞
n=1(0, 1 + 1/n) = (0, 1] íå å îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Òâúðäåíèå 4.3 Ìíîæåñòâîòî intA å îòâîðåíî ìíîæåñòâî è òî å íàé-ãîëÿìîòî îòâî-
ðåíî ìíîæåñòâî, êîåòî ñå ñúäúðæà â A.
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Íåêà äà ïîÿñíèì, ÷å ñ ½òî å íàé-ãîëÿìîòî îòâîðåíî ìíîæåñòâî, êîåòî ñå ñúäúðæà â
A� ðàçáèðàìå, ÷å àêî B å îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî, êîåòî ñå ñúäúðæà â A, òî B ⊆ intA.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà x ∈ intA. Îò ôàêòà, ÷å x å âúòðåøíà òî÷êà çà A ñëåäâà, ÷å Bx(r) ⊂
A çà íÿêîå r > 0. Ñúãëàñíî Òâúðäåíèå 4.1 âñÿêà òî÷êà îò Bx(r) å âúòðåøíà òî÷êà çà Bx(r)
è ñëåäîâàòåëíî å âúòðåøíà òî÷êà çà A, êîåòî íè äàâà, ÷å Bx(r) ⊂ int A.

Àêî B ⊂ A å ïðîèçâîëíî îòâîðåíî ìíîæåñòâî, òî ñëåäâà, ÷å âñÿêà òî÷êà îò B å
âúòðåøíà òî÷êà çà A è ñëåäîâàòåëíî B ≡ intB ⊂ intA. �

Ïðèìåð 4.6 Ìíîæåñòâîòî A = {f ∈ C[a,b] : |f(x)| < K} å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â C[a,b].

4.2 Çàòâîðåíè ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 4.4 Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî A å çàòâîðåíî, àêî A = A.

Ïðèìåð 4.7 Çàòâîðåíîòî êúëáî Bx[r] å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Íàèñòèíà, íåêà y å òî÷êà íà äîêîñâàíå çà Bx[r]. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ðåäèöà {yn} ⊂
Bx[r], ñõîäÿùà êúì y. Îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà

ρ(y, x) ≤ ρ(y, yn) + ρ(yn, x) ≤ ρ(y, yn) + r → r,

ñëåäâà ÷å y ∈ Bx[r]. �

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å çàòâàðÿíåòî íà îòâîðåíîòî êúëáî Bx(r) íå âèíàãè ñúâïàäà ñ
Bx[r]. Íàèñòèíà, íåêà ðàçãëåäàìå äèñêðåòíîòî ïðîñòðàíñòâî X, ñúäúðæàùî ïîíå äâå òî÷-
êè. Òîãàâà Bx(1) = {x} 6= X = Bx[1].

Åäíî ìíîæåñòâî â ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ìîæå äà áúäå íèòî îòâîðåíî, íèòî çàòâî-
ðåíî. Íàïðèìåð [0, 1) ⊂ R èëè Q ⊂ R. Îò äðóãà ñòðàíà, åäíî ìíîæåñòâî ìîæå äî áúäå
êàêòî çàòâîðåíî òàêà è îòâîðåíî. Â äèñêðåòíîòî ïðîñòðàíñòâî âñÿêî ìíîæåñòâî å êàêòî
îòâîðåíî, òàêà è çàòâîðåíî. Çà âñÿêî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòî X ìíîæåñòâàòà X è ∅ ñà êàêòî
çàòâîðåíè, òàêà è îòâîðåíè ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 4.8 Âñåêè èíòåðâàë [a, b] ⊂ R å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî â R.

Ïðèìåð 4.9 Ìíîæåñòâîòî A = {f ∈ C[a,b] : |f(x)| ≤ K} å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî â
C[a,b].

Ïðèìåð 4.10 Íåêà å (X, ρ) ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Âñÿêî ìíîæåñòâî A ⊂ X, ñúñòî-
ÿùî ñå îò êðàåí áðîé òî÷êè å çàòâîðåíî.

Òâúðäåíèå 4.4 Ïîäìíîæåñòâîòî A ⊂ X å îòâîðåíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
íåãîâîòî äîïúëíåíèå Ac å çàòâîðåíî (Ac = X\A).
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Äîêàçàòåëñòâî: Àêî x ∈ A òî x å èëè òî÷êà íà äîêîñâàíå çà Ac, èëè x å âúòðåøíà òî÷êà
çà A, íî â íèêàêúâ ñëó÷àé è äâåòå åäíîâðåìåííî. Ñëåäîâàòåëíî, àêî A å îòâîðåíî, íåãîâèòå
òî÷êè íå ìîãàò äà áúäàò òî÷êè íà äîêîñâàíå çà Ac. Îò òóê ïîëó÷àâàìå, ÷å âñè÷êè òî÷êè
íà äîêîñâàíå çà Ac ïðèíàäëåæàò íà Ac. Îáðàòíî, àêî Ac å çàòâîðåíî, òî òî÷êèòå íà A íå
ìîãàò äà áúäàò òî÷êè íà äîêîñâàíå çà Ac. Ñëåäîâàòåëíî òå ñà âúòðåøíè òî÷êè çà A. �

Òâúðäåíèå 4.5 Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà
à) Îáåäèíåíèåòî íà êðàåí áðîé çàòâîðåíè ìíîæåñòâà A1, . . . , An å çàòâîðåíî.
á) Ñå÷åíèåòî íà ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà å çàòâîðåíî.

Äîêàçàòåëñòâî: à) Íåêà A = ∪ni=1Ai. Òîãàâà A
c = ∩ni=1A

c å îòâîðåíî ñïîðåä Òâúðäåíèå
4.2 è ñëåäîâàòåëíî A å çàòâîðåíî ñïîðåä Òâúðäåíèå 4.4.
á) Íåêà A = ∩αAα. Òîãàâà Ac = ∪αAcα å îòâîðåíî ñïîðåä Òâúðäåíèå 4.2 è ñëåäîâàòåëíî A
å çàòâîðåíî ñïîðåä Òâúðäåíèå 4.4. �

Ùå èëþñòðèðàìå Òâúðäåíèå 4.5 ñ äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 4.11 Íåêà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà [0, 1 − 1/n], n ∈ N.
Ìíîæåñòâîòî

⋃∞
n=1[0, 1− 1/n] = [0, 1) íå å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 4.12 Íåêà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà [,+∞), n ∈ N. Ìíî-
æåñòâîòî

⋂∞
n=1[,+∞) = ∅, êîåòî å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Òâúðäåíèå 4.6 Çàòâàðÿíåòî A íà ìíîæåñòâîòî A å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî è òî å
íàé-ìàëêîòî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, ñúäúðæàùî A.

Íåêà äà ïîÿñíèì, ÷å ñ ½òî å íàé-ìàëêîòî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, êîåòî ñúäúðæà A�
ðàçáèðàìå, ÷å àêî B å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, êîåòî ñúäúðæà â A, òî A ⊆ B.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1: Äîêàæåòå, ÷å âúâ âñÿêî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñ-
òâî S ⊂ X å îáåäèíåíèå íà îòâîðåíè êúëáà S =

⋃
α∈AB(xα, rα), êúäåòî xα ∈ S è rα > 0 çà

âñÿêî α îò íÿêîå èíäåêñíî ìíîæåñòâî A.
Çàäà÷à 2: Äîêàæåòå ÷å int (int A) = int A.
Çàäà÷à 3: Äîêàæåòå ÷å int Q = ∅ è int (R\Q) = ∅.
Çàäà÷à 4: Äàéòå ïðèìåð â R íà:
à) áåçêðàéíà ôàìèëÿ {Fα}α∈A îò íåïðàçíè âçàèìíî íåïðåñè÷àùè ñå çàòâîðåíè ìíîæåñòâà
Fα ∩ Fβ = ∅, çà α 6= β, ÷èåòî îáåäèíåíèå íå å çàòâîðåíî;
á) áåçêðàéíà ôàìèëÿ {Fα}α∈A îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà, ÷èåòî ñå÷åíèå íå å îòâîðåíî.
â) ðåäèöà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà {Fi}∞i=1, òàêèâà ÷å Fi+1 ⊂ Fi çà âñÿêî i ∈ N è ∩∞i=1Fi = ∅.
Çàäà÷à 5: Íåêà A = {x ∈ C[0,1] : sin(t) < x(t) < 1 − t}. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî A å
îòâîðåíî.
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Çàäà÷à 6: Íåêà A = {{xn}∞n=1 ∈ `0 : 0 < xn < 1, n ∈ N}. Îòâîðåíî èëè çàòâîðåíî å ìíî-
æåñòâîòî A ðàçãëåæäàíî êàòî ïîäìíîæåñòâî íà `∞, `0.

Çàäà÷à 7: Íåêà A = A = {x ∈ C[0,+∞) : x(t) > 0}. Îòâîðåíî èëè çàòâîðåíî å ìíîæåñòâîòî
A? Íàìåðåòå intA.
Çàäà÷à 8: Íåêà ðàçãëåäàìå x(t) = sin(πt) è y(t) = sin(πt), êàòî åëåìåíòè íà ìåòðè÷íîòî
ïðîñòðàíñòâî C[0,1]. Íàìåðåòå rx, ry > 0, òàêà ÷å Bx[rx]

⋂
By[ry] = ∅.

Çàäà÷à 9:Êîíñòðóèðàéòå ðåäèöà îò çàòâîðåíè, íåïðåñè÷àùè ñå êúëáà ñ ðàäèóñ 1/10, êîèòî
ñå ñúäúðæàò â åäèíè÷íîòî êúëáî íà `2

Çàäà÷à 10: Äàéòå ïðèìåð íà ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ áåçáðîé ìíîãî åëåìåíòè, â êîåòî
âñÿêî ìíîæåñòâî å åäíîâðåìåííî îòâîðåíî è çàòâîðåíî. Äàéòå ïðèìåð íà ìåòðè÷íî ïðî-
ñòðàíñòâî (X, ρ) ñúäúðæàùî åäíîâðåìåííî äâå ìíîæåñòâà A,B ⊂ X, òàêèâà ÷å A å åäíî-
âðåìåííî îòâîðåíî è çàòâîðåíî, à B íå å íèòî îòâîðåíî, íèòî çàòâîðåíî.
Çàäà÷à 11: Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Äåôèíèðàìå ∂A = A∩X\A è íàðè÷àìå
ãðàíèöà íà A.
à) Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâàòà ∂A è ∂A\X ñà çàòâîðåíè.
á) Äîêàæåòå, ÷å ∂X = X\int X.
Çàäà÷à 12: Íàìåðåòå ∂A çà:
à) Âñÿêî ïîäìíîæåñòâî A íà äèñêðåòíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî;
á) A = [0, 1) ⊂ R
â) A = {(x, 0) ⊂ R2 : x ∈ R}.
Çàäà÷à 13: Çà âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà êàæåòå äàëè å îòâîðåíî èëè çàòâîðåíî è íàìåðåòå
∂A, int A, A.
à) {(x, y) ∈ R2 : sin(xy) > (1 + x2 + y2)− 1};
á) {(x, sin(x)) : x ∈ R};
â) {(x, 1/x) : x > 0};
ã) {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 1}.
Çàäà÷à 14: Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è íåêà HX å ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè
íåïðàçíè, îãðàíè÷åíè, çàòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà íà X. Íåêà x ∈ X, F ∈ HX. Ðàçñòîÿíèå
ìåæäó x è F íàðè÷àìå ÷èñëîòî dist(x, F ) = inf{ρ(x, y) : y ∈ F}.
à) Ïîêàæåòå, ÷å dist(x, F ) = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî x ∈ F .
á) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâîòî dist(x, F ) ≤ ρ(x, y) + d(y, F ) çà âñåêè x, y ∈ X è F ∈ HX.
â) Íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà ρHX : HX ×HX → R, äåôèíèðàíà ÷ðåç:

ρHX(F,G) = max{sup{dist(x,G) : x ∈ F}, sup{dist(y, F ) : y ∈ G}}.

Ïîêàæåòå, ÷å ρHX å ìåòðèêà HX.
Çàäà÷à 15: Äîêàæåòå, ÷å c0 çàòâîðåíî ïîäïðîñòðàíñòâî â `∞ è ÷å c0 å çàòâàðÿíåòî íà c00.
Çàäà÷à 16: Êîñòðóèðàéòå ïðèìåð íà ìíîæåñòâî â R: áåç òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå, ñ òî÷íî åäíà
òî÷êà íà ñãúñòÿâàíå, ñ òî÷íî äâå òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå. Íàìåðåòå òî÷êèòå íà ñãúñòÿâàíå çà

ìíîæåñòâîòî A =

{
1

n
+

1

m
: m,n ∈ N

}
.
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5 Ïúëíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Âàæåí åëåìåíò îò Ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç èãðàå ôàêòúò, ÷å âñÿêà ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà
îò ðåàëíè ÷èñëà å ñõîäÿùà. Àíàëîãè÷íî íà ÷èñëîâèòå ðåäèöè ñå äåôèíèðà ïîíÿòèåòî
ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà â ïðîèçâîëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

5.1 Ôóíäàìåíòàëíè ðåäèöè

Íåäîñòàòúêúò íà îïðåäåëåíèåòî çà ñõîäèìîñò íà ÷èñëîâà ðåäèöà å, ÷å òðÿáâà äà ñå çíàå
ãðàíèöàòà �è, çà äà ñå ïðèëîæè îïðåäåëåíèåòî. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà êðèòåðèè çà
èçñëåäâàíå íà ñõîäèìîñò ñàìî ÷ðåç ÷ëåíîâåòå íà ðåäèöàòà.

Îïðåäåëåíèå 5.1 Íåêà {xn}∞n=1 å ðåäèöà â ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ). Êàçâàìå,
÷å ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà èëè ðåäèöà íà Êîøè, àêî çà âñÿêî ε > 0
ñúùåñòâóâà ν ∈ N òàêîâà, ÷å çà âñåêè m,n ≥ ν e èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî ρ(xn, xm) < ε.

Îãóñòåí Ëóè Êîøè (Augustin Louis Cauchy 1789�1857) å ôðåíñêè ìàòåìàòèê.

Ïúðâè ó÷èòåë íà Îãþñòåí Êîøè å áèë áàùà ìó, êîéòî çàíèìàâà ñèíà ñè

ñ èñòîðèÿ è äðåâíè åçèöè è ãî êàðà äà èçó÷àâà àíòè÷íèòå àâòî-

ðè â îðèãèíàë. Ïðåç 1802 ã. Êîøè ïîñòúïâà â l'Ecole Centrale du

Pantheon â Ïàðèæ, êúäåòî å èçó÷àâàë ãëàâíî äðåâíèòå åçèöè. À

ïðåç 1805 ã. ïîñòúïâà â Ecole Polytechnique è â l'Ecole Nationale

des Ponts et Chaussees ïðåç 1807. Äèïëîìèðà ñå êàòî èíæåíåð

è îòèâà äà ðàáèòè â Cherbourg ïðåç 1810. Ïðåç 1813 ñå âðúùà

â Ïàðèæ è ïî íàñòîÿâàíå íà Ëàãðàíæ è Ëàïëàñ çàïî÷âà äà ñå

çàíèìàâà ñ ìàòåìàòèêà. Ïðåç 1816 ã. å ïðèåò çà ÷ëåí íà Ïà-

ðèæêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå è ïðåïîäàâà â Ecole Polytechnique

äî 1930, êîãàòî íàïóñêà, â çíàê íà ïðîòåñò ñ íîâîïðèåòèÿ çà-

êîí, äà ñå äàâà êëåòâà çà âÿðíîñò êúì ïðàâèòåëñòâîòî. Ðàáîòè

â Øâåéöàðèÿ, Êðàëñòâî Ñàðäèíèÿ. Ïðåç 1938 îòêàçâà ïðåäëîæå-

íàòà ìó ïîçèöèÿ íà ðåêòîð íà College de France â çíàê íà ïðîòåñò, ÷å íå å îòìåíåí çàêîíà, äà

ñå äàâà êëåòâà çà âÿðíîñò êúì ïðàâèòåëñòâîòî. Âðúùà ñå íà ðàáîòà Ecole Polytechnique ïðåç

1948, ÷àê êîãàòî çàêîíúò å îòìåíåí. Óìèðà ïðåç 1857.

Ïðèìåð 5.1 Â äèñêðåòíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, ôóíäàìåíòàëíè ñà ñàìî ðåäèöè-
òå, êîèòî îò èçâåñòíî ìÿñòî íàòàòúê ñòàâàò ñòàöèîíàðíè.

Òâúðäåíèå 5.1 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Àêî {xn}∞n=1 ⊂ X å ôóíäàìåí-
òàëíà ðåäèöà, òî òÿ å îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ε = 1. Îò óñëîâèåòî, ÷å {xn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà ñëåäâà,
÷å ñúùåñòâóâà k ∈ N, òàêà ÷å ρ(xn, xk) < 1 çà âñÿêî n ≥ k.

Íåêà r = max{ρ(x1, xk), . . . , ρ(xk−1, xk), 1}. Òîãàâà {xn}∞n=1 ⊂ Bxk [r]. �
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Òåîðåìà 5.1 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Àêî {xn}∞n=1 ⊂ X å ñõîäÿùà ðåäèöà,
òî òÿ å ôóíäàìåíòàëíà.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà limn→∞ xn = x. Çà ñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ν ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî
n ≥ ν e èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî ρ(xn, x) < ε/2. Òîãàâà çà âñåêè äâå ÷èñëà m,n ≥ ν ñà â
ñèëà íåðàâåíñòâàòà

ρ(xn, xm) ≤ ρ(xn, x) + ρ(x, xm) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà. �

Îïðåäåëåíèå 5.2 Íåêà {xn}∞n=1 å ðåäèöà â X è {nk}∞k=1 å ðàñòÿùà ðåäèöà îò åñòåñòâåíè
÷èñëà. Òîãàâà ðåäèöàòà {xnk

}∞k=1 íàðè÷àìå ïîäðåäèöà íà {xn}∞n=1.

Òåîðåìà 5.2 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî íåêà {xn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà ðåäè-
öà â X. Àêî ñúùåñòâóâà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà {xnk

}∞k=1, òî è {xn}∞n=1 å ñõîäÿùà è lim
n→∞

xn =

lim
k→∞

xnk
.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà è ñúùåñòâóâà íåéíà ñõîäÿùà
ïîäðåäèöà {xnk

}∞k=1. Òîãàâà ñúùåñòâóâà x ∈ X, òàêà ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ν ∈ N è
çà âñåêè n,m, nk ≥ ν å èçïúëíåíî:

ρ(xn, xm) < ε/2 è ρ(xnk
, x) < ε/2,

îò êúäåòî ïîëó÷àâàìå

ρ(xn, x) ≤ ρ(xn, xnk
) + ρ(xnk

, x) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

ò.å. ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ñõîäÿùà è èìà ãðàíèöà x ∈ X. �

Îïðåäåëåíèå 5.3 Ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ñå íàðè÷à ïúëíî, àêî âñÿêà ôóíäà-
ìåíòàëíà ðåäèöà {xn}∞n=1 ⊂ X å ñõîäÿùà ò.å. ñúùåñòâóâà x ∈ X, òàêà ÷å äà å â ñèëà
lim
n→∞

ρ(xn, x) = 0.

Ïðèìåð 5.2 Äèñêðåòíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî å ïúëíî.

Òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò ôàêòà, ÷å ôóíäàìåíòàëíè ðåäèöè â íåãî ñà ñàìî êîíñòàíòíèòå
ðåäèöè.

Ïðèìåð 5.3 R å ïúëíî.

Ïðèìåð 5.4 Rm
p , 1 ≤ p ≤ ∞ å ïúëíî.
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I) Íåêà 1 ≤ p <∞.
Íåêà {x(s)}∞s=1 å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà â Rm

p . Çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ν = ν(ε) ∈ N,
òàêà ÷å

(ρp(x
(n), x(s)))p =

m∑
k=1

|x(n)
k − x

(s)
k |

p < εp

çà âñè÷êè n, s ≥ ν. Òîãàâà çà âñÿêî k = 1, . . .m å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |x(n)
k −x

(s)
k | < ε çà

âñè÷êè n, s ≥ ν. Ñëåäîâàòåëíî {x(s)
k } å ôóíäàìåíòàëíà ÷èñëîâà ðåäèöà çà âñÿêî k = 1, . . . n

è ñëåäîâàòåíî å ñõîäÿùà. Íåêà ïîëîæèì xk = lim
s→∞

x
(s)
k è x = {xk}mk=1.

Ùå ïîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà {x(s)}∞s=1 å ñõîäÿùà è èìà çà ãðàíèöà x = {xk}mk=1. Íàèñòèíà

çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà N = N(ε) ∈ N, òàêà ÷å |xk−x(s)
k | <

ε

m1/p
çà âñÿêî s ≥ N è âñÿêî

k = 1, . . .m. Òîãàâà

ρp(x, x
(s)) =

(
m∑
k=1

|xk − x(s)
k |

p

)1/p

<

(
m∑
k=1

εp

m

)1/p

= ε.

II) Íåêà p =∞.
Äîêàçâà ñå ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí.

Ïðèìåð 5.5 C[a,b] å ïúëíî.

Íåêà {fn(t)}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà â C[a,b]. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî ε > 0 ñúùå-
ñòâóâà ν = ν(ε) ∈ N, òàêà ÷å

(20) |fn(t)− fm(t)| < ε/2

çà âñåêè m,n ≥ ν è âñÿêî t ∈ [a, b]. Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {fn(t)}∞n=1 å ðàâíîìåðíî ñõî-
äÿùà â èíòåðâàëà [a, b]. Äîáðå èçâåñòíî å, ÷å íåéíàòà ïîòî÷êîâà ãðàíèöà f(t) = lim

n→∞
fn(t)

å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ. Èçâúðøâàéêè ãðàíè÷åí ïðåõîä ïî m → ∞ â (20), ïîëó÷àâàìå
|fn(t)− f(t)| ≤ ε/2 < ε.

Ïðèìåð 5.6 `p, 1 ≤ p ≤ ∞ å ïúëíî.

I) Íåêà ïúðâî ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ êîãàòî 1 ≤ p <∞.
Íåêà {x(s)}∞s=1 å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà â `p. Çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ν = ν(ε) ∈ N, òàêà
÷å íåðàâåíñòâîòî

(21)
∞∑
k=1

|x(m)
k − x(s)

k |
p < εp
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å èçïúëíåíî çà âñè÷êè m, s ≥ ν. Òîãàâà çà âñÿêî k ∈ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |x(m)
k −

x
(s)
k | < ε çà âñè÷êè m, s ≥ ν. Ñëåäîâàòåëíî {x(s)

k } å ôóíäàìåíòàëíà ÷èñëîâàî ðåäèöà çà
âñÿêî k ∈ N è ñëåäîâàòåëíî å ñõîäÿùà.

Íåêà ïîëîæèì xk = lims→∞ x
(s)
k è x = {xk}∞k=1.

Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å x = {xk}∞k=1 ∈ `p è ρ(x(n), x)→ 0.
Îò (21) ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ôèêñèðàíî M ∈ N

M∑
k=1

|x(m)
k − x(s)

k |
p < εp,

òúé êàòî â ïîñëåäíàòà ñóìà ó÷àñòâàò ñàìî êðàåí áðîé ñúáèðàåìè. Àêî ôèêñèðàìå m è
íàïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ïî s→∞ ïîëó÷àâàìå

M∑
k=1

|x(m)
k − xk|p ≤ εp.

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî å âÿðíî çà âñÿêî M ∈ N. Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïî M → ∞
ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

(22)
∞∑
k=1

|x(m)
k − xk|p ≤ εp.

Îò íåðàâåíñòâàòî (a+ b)p ≤ 2p(ap + bp) ñëåäâà íåðàâåíñòâàòî

∞∑
k=1

|xk|p =
∞∑
k=1

|x(m)
k + xk − x(m)

k |
p ≤ 2p

(
∞∑
k=1

|x(m)
k |

p +
∞∑
k=1

|xk − x(m)
k |

p

)
<∞

è ñëåäîâàòåëíî x ∈ `p. Òúé êàòî ε > 0 áåøå èçáðàíî ïðîèçâîëíî, íàìèðàìå

ρp(x, x
(m)) = lim

m→∞

(
∞∑
k=1

|x(m)
k − xk|p

)1/p

= 0.

Ïðèìåð 5.7 Ïðîñòðàíñòâîòî C2
[−1,1], êîåòî ñå ñúñòîè îò âñè÷êè íåïðåêúñíàò ôóíêöèè

â èíòåðâàëà [−1, 1] ñ ìåòðèêà ρ(f, g) =

(∫ 1

−1

(f(t)− g(t))2dt

)1/2

íå å ïúëíî.

Íåêà ðàçãëåäàìå íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè:

fn(t) =


−1, −1 ≤ t ≤ −1/n

nt, −1/n ≤ t ≤ 1/n

1, 1/n ≤ t ≤ 1.
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Ðåäèöàòà {fn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà, ïîíåæå
∫ 1

−1

(fn(t)− fm(t))2dt ≤ 2

min{m,n}
. Äà äîïóñ-

íåì, ÷å ðåäèöàòà {fn}∞n=1 å ñõîäÿùà êúì íÿêîÿ ôóíêöèÿ f ∈ C2
[−1,1]. Íåêà äåôèíèðàìå

ôóíêöèÿòà:

g(t) =

 −1, −1 ≤ t < 0

1, 0 ≤ t ≤ 1.

Òîãàâà îò íåðàâåíñòâîòî íà Ìèíêîâñêè ïîëó÷àâàìå:

0 <

(∫ 1

−1

(f(t)− g(t))2

)1/2

≤
(∫ 1

−1

(f(t)− fn(t))2

)1/2

+

(∫ 1

−1

(fn(t)− g(t))2

)1/2

.

Ïðè n→∞ äÿñíàòà ÷àñò íà íåðàâåíñòâîòî êëîíè êúì íóëà, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Ôèãóðà 33: Ðåäèöàòà fn, çà n = 2, 3, 4, 8 è ôóíêöèÿòà g

Òåîðåìà 5.3 Íåêà (X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è (Y ρ) å íåãîâî ïîäïðîñòðàí-
ñòâî. Òîãàâà (Y, ρ) å ïúëíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Y å çàòâîðåíî.

Äîêàçàòåëñòâî: (⇐) Íåêà {xn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà â (Y, ρ). Òîãàâà {xn}∞n=1 å
ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà â (X, ρ) è îò ïúëíîòàòà íà (X, ρ) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà x ∈ X, òàêà
÷å limn→∞ xn = x. Îò óñëîâèåòî, ÷å Y ⊂ X å çàòâîðåíî ñëåäâà, ÷å x ∈ Y è ñëåäîâàòåëíî
(Y, ρ) å ïúëíî.

(⇒) Íåêà ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ðåäèöà â (Y, ρ), òàêà ÷å limn→∞ xn = x ∈ X. Îò
ñõîäèìîñòòà íà {xn}∞n=1 ñëåäâà, ÷å ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà â (X, ρ) è ñëåäî-
âàòåëíî å ôóíäàìåíòàëíà è â (Y, ρ). Îò ïúëíîòàòà íà (Y, ρ) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà y ∈ Y ,
òàêà ÷å limn→∞ xn = y. Òîãàâà îò Òâúðäåíèå 3.8 ñëåäâà, ÷å x = y. �
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Ïðèìåð 5.8 Ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà c0 ⊂ c ⊂ `∞ ñà ïúëíè. Ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàí-
ñòâî c00 ⊂ c0 íå å ïúëíî.

Òåîðåìà 5.4 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:
à) (X, ρ) å ïúëíî;
á) Âñÿêà ðåäèöà {xn}∞n=1, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî

(23)
∞∑
n=1

ρ(xn+1, xn) <∞,

å ñõîäÿùà;
â) Âñÿêà ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà èìà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà.

Äîêàçàòåëñòâî: (à)⇒(á) Íåêà (X, ρ) å ïúëíî è {xn}∞n=1 e ðåäèöà ñúñ ñâîéñòâîòî (23). Çà
äà äîêàæåì (á) å äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì, ÷å {xn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà. Çà âñÿêî N ∈ N
ïîëàãàìå

RN =
∞∑
n=N

ρ(xn+1, xn).

Îò (23) ïîëó÷àâàìå limN→∞RN = 0 è ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà N(ε), òàêà
÷å RN(ε) < ε. Ðåäèöàòà {RN}∞N=1 å íàìàëÿâàùà, ñëåäîâàòåëíî çà âñåêè m > n > N(ε) å
èçïúëíåíî

ρ(xm, xn) ≤
m−1∑
k=n

ρ(xk+1, xk) ≤
∞∑
k=n

ρ(xk+1, xk) = Rn ≤ RN(ε) < ε,

ò.å. {xn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà.
(á)⇒(â) Íåêà {yn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà. Çà âñÿêî n > 1 èçáèðàìå ν(n) > 1,

òàêà ÷å

(24) ρ(xi, xj) < 1/2n

çà âñåêè i, j ≥ ν(n). Ùå äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî ðåäèöàòà îò åñòåñâåíè ÷èñëà kn. Íåêà
k1 ≥ ν(1). Àêî ñìå èçáðàëè kn, òî èçáèðàìå kn+1 = max{kn+1, ν(n+1)}. Îò äåôèíèöèÿòà íà
ðåäèöàòà k1 < k2 < . . . è (24) ñëåäâà, ÷å ρ(ykn+1, ykn) < 1/2n çà âñÿêî n ∈ N. Äåôèíèðàìå
ðåäèöàòà xn = ykn , n ∈ N. Î÷åâèäíî å èçïúëíåíî

∑∞
n=1 ρ(ykn+1, ykn) <

∑∞
n=1 1/2n = 1 è

òîãàâà îò (á), ñëåäâà ÷å ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ñõîäÿùà.
(â)⇒(à) Ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò Òåîðåìà 5.2. �

Â ðåàëíèÿ àíàëèç ñå èçïîëçâà øèðîêî òåîðåìàòà çà âëîæåíèòå èíòåðâàëè. Â òåîðèÿòà
íà ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà àíàëîãè÷íà ðîëÿ èãðàå òåîðåìàòà çà âëîæåíèòå êúëáà.

Òåîðåìà 5.5 Ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) å ïúëíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
âñÿêà ðåäèöà îò âëîæåíè åäíî âúâ äðóãî çàòâîðåíè êúëáà ñ ðàäèóñè, êëîíÿùè êúì íóëà,
èìà íåïðàçíî ñå÷åíèå.
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Äîêàçàòåëñòâî: (⇒) Íåêà (X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è íåêà {Bn}∞n=1 e ðåäèöà
îò âëîæåíè åäíî â äðóãî çàòâîðåíè êúëáà ñ ðàäèóñè, êëîíÿùè êúì íóëà, ò.å. Bn = Bxn [rn],
Bn ⊆ Bn−1, limn→∞ rn = 0. Îò íåðàâåíñòâîòî ρ(xn, xn+p) < rn çà âñåêè n, p ∈ N ñëåäâà,
÷å ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà. Îò òîâà, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî (X, ρ) å ïúëíî, ñëåäâà
÷å ñúùåñòâóâà x = limn→∞ xn. Ùå ïîêàæåì, ÷å x ∈ ∩∞n=1Bn. Íàèñòèíà, xm ∈ Bn çà âñÿêî
m ≥ n. Ñëåäîâàòåëíî x å ãðàíè÷íà òî÷êà çà âñÿêî îò çàòâîðåíèòå êúëáà Bn è ñëåäîâàòåëíî
x ∈ Bn çà âñÿêî n ∈ N, ò.å.

⋂∞
n=1 Bn 6= ∅.

(⇐)Íåêà ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî, ÷å âñÿêà ðåäèöà
îò âëîæåíè åäíî â äðóãî çàòâîðåíè êúëáà ñ ðàäèóñè, êëîíÿùè êúì íóëà èìà íåïðàçíî
ñå÷åíèå è íåêà {xn}∞n=1 å ïðîèçâîëíà ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà. Ùå äîêàæåì, ÷å òÿ å ñõîäÿùà.
Çà öåëòà ùå êîíñòðóèðàìå èíäóêòèâíî íåéíà ïîäðåäèöà {xnk

}∞k=1:
1) Ñúùåñòâóâà n1 ∈ N, òàêà ÷å ρ(xn, xn1) < 1/2 çà âñÿêî n ≥ n1. Ñúùåñòâóâà n2 ∈ N, òàêà
÷å ρ(xn, xn2) < 1/22 çà âñÿêî n ≥ n2.
2) Àêî ñìå èçáðàëè nk, òàêà ÷å ρ(xn, xnk

) < 1/2k çà âñÿêî n ≥ nk, òî ñúùåñòâóâà nk+1 ∈ N,
òàêà ÷å ρ(xn, xnk+1

) < 1/2k+1 çà âñÿêî n ≥ nk+1.
Íåêà äåôèíèðàìå êúëáàòà Bk = {x ∈ X : ρ(x, xnk

) ≤ 1/2k−1}, êîèòî ñà âëîæåíè åäíî â
äðóãî. Íàèñòèíà àêî x ∈ Bk+1, òîãàâà

(25) ρ(x, xnk
) ≤ ρ(x, xnk+1

) + ρ(xnk+1
, xnk

) ≤ 1/2k + 1/2k = 1/2k−1,

ò.å. x ∈ Bk. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà x ∈ ∩∞k=1Bk. Îò (25) ñëåäâà ÷å limk→∞ xnk
= x è

ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 5.2 ïîëó÷àâàìå, ÷å ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ñõîäÿùà è limn→∞ xn = x. �

Ëåñíî ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å â Òåîðåìà 5.5 ìíîæåñòâîòî
⋂∞
n=1Bn ñå ñúñòîè îò åäèí-

ñòâåíà òî÷êà.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1: Ïðîñòðàíñòâîòî Q ⊂ R íå å ïúëíî. Ïîêàæåòå, ÷å ðåäèöàòà xn = max{k/n : k ∈
N, (k/n)2 < 2} å ôóíäàìåíòàëíà, íî limn→∞ xn = x 6∈ Q.
Çàäà÷à 2: Äîêàæåòå, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî (R, ρ) íå å ïúëíî, êúäåòî:
à) ρ(x, y) = |arctg x− arctg y|;
á) ρ(x, y) = arctg|x− y|; â) ρ(x, y) = |ex − ey|.

Çàäà÷à 3: Ïúëíî ëè å ïðîñòðàíñòâîòî (N, ρ), êúäåòî ρ(n,m) =
|n−m|
n.m

.

Çàäà÷à 4: Äîêàæåòå, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî (X, ρ) íå å ïúëíî, êúäåòî, X å ìíîæåñòâîòî îò
âñè÷êè çàòâîðåíè îòñå÷êè [a, b], a, b ∈ R è:
à) ρ([a, b], [c, d]) = |a− c|+ |b− d|;
á) ρ([a, b], [c, d]) = |a− b|+ |c− d| − 2diam([a, b] ∩ [c, d]).
Çàäà÷à 5:Äîêàæåòå, ÷å ñå÷åíèåòî íà çàòâîðåíèòå êúëáà â Òåîðåìà 5.5 ñå ñúñòîè îò åäèí-
ñòâåíà òî÷êà.
Çàäà÷à 6: Íåêà (X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî è íåêà {Mn}∞n=1 å ðåäèöà îò
çàòâîðåíè ìíîæåñòâà, òàêèâà ÷å Mn+1 ⊆ Mn, çà âñÿêî n ∈ N è limn→∞ diam(Mn) = 0.
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Äîêàæåòå, ÷å
∞⋂
n=1

Mn 6= ∅ è ìíîæåñòâîòî
∞⋂
n=1

Mn ñå ñúñòîè îò åäèíñòâåíà òî÷êà.

Çàäà÷à 7: Äàéòå ïðèìåð â R íà ðåäèöà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà {Fi}∞i=1, òàêèâà ÷å Fi+1 ⊂

Fi çà âñÿêî i ∈ N è
∞⋂
i=1

Fi = ∅.

Çàäà÷à 8: Ïîêàæåòå ÷å ïðîñòðàíñòâîòî

A = {x ∈ C[a,b] : x1(t) ≤ x(t) ≤ x2(t), x1, x2 ∈ C[a,b]},

êúäåòî x1, x2 ñà äâå ïðîèçâîëíî èçáðàíè, ôèêñèðàíè ôóíêöèè, å ïúëíî.
Çàäà÷à 9: Ïîêàæåòå, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî (`0, d) å ïúëíî, êúäåòî:

à) d(x, y) =
∞∑
k=1

1

2k
· |xk − xk|

1 + |xk − xk|
;

á) d(x, y) = sup
k∈N

1

2n
· |xk − xk|

1 + |xk − xk|
.

Çàäà÷à 10: Ïîêàæåòå, ÷å ïðîñòðàíñòâàòà C1
[a,b] è M[a,b] ñà ïúëíè.

Çàäà÷à 11: Ïîêàæåòå, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî C(∞,∞), ñúñòîÿùî ñå îò âñè÷êè îãðàíè÷åíè è
íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè è ñíàáäåíî ñ ìåòðèêàòà ρ(f, g) = sup−∞<t<∞ |f(t)− g(t)| å ïúëíî.
Çàäà÷à 12: Äîêàæåòå, ÷å àêî (Xρ) å ïúëíî ïðîñòðàíñòâî áåç èçîëèðàíè òî÷êè, òî (Xρ) å
íåèçáðîèìî.
Çàäà÷à 13: Äîêàæåòå, ÷å àêî (Xρ) å ïúëíî ïðîñòðàíñòâî, òî Bx[r] ñúùî å ïúëíî ìåòðè÷íî
ïðîñòðàíñòâî.
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6 Ñåïàðàáåëíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà, Òåîðåìà íà Áåð çà êàòåãîðèèòå

Âåðíîñòòà íà ìíîãî ðåçóëòàòè îò ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç çàâèñè îò ïúëíîòàòà íà ïðîñ-
òðàíñòâàòà. Òîâà îáÿñíÿâà íåäîñòàòú÷íîñòòà íà ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà èëè íà Ðèìàíîâèÿ
èíòåãðàë è òÿõíàòà çàìÿíà ñ ðåàëíèòå ÷èñëà è ñ Ëåáåãîâèÿ èíòåãðàë. Îñíîâåí èíñòðóìåíò
â òàçè ïîñîêà ñå ÿâÿâà Òåîðåìàòà íà Áåð çà êàòåãîðèèòå.

6.1 Ãúñòè ìíîæåñòâà è ñåïàðàáåëíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 6.1 Íåêà A è B ñà äâå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî X. Êàç-
âàìå, ÷å A å ãúñòî â B, àêî B ⊆ A. Â ÷àñòíîñò, ìíîæåñòâîòî A ñå íàðè÷à íàâñÿêúäå
ãúñòî àêî A = X.

Ïðèìåð 6.1 Âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà Q è Qc å íàâñÿêúäå ãúñòî â R.

Îò Îïðåäåëåíèå 6.1 íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà:

Òâúðäåíèå 6.1 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ X. Òîãàâà A å íàâñÿêúäå
ãúñòî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñòâî B ⊂ X å èçïúëíåíî
A ∩B 6= ∅.

Îïðåäåëåíèå 6.2 Ïðîñòðàíñòâî, êîåòî èìà èçáðîèìî íàâñÿêúäå ãúñòî ìíîæåñòâî ñå
íàðè÷à ñåïàðàáåëíî.

Ïðèìåð 6.2 Äèñêðåòíîòî ïðîñòðàíñòâî ñúäúðæà èçáðîèìî íàâñÿêúäå ãúñòî ìíîæåñ-
òâî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òî ñàìîòî ñå ñúñòîè îò èçáðîèì áðîé òî÷êè.

Òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò ëåñíî ïðîâåðÿåìîòî ðàâåíñòâî M = M .

Ïðèìåð 6.3 Ìíîæåñòâîòî Qn = {x ∈ Rn : x = (x1, . . . , xn), xk ∈ Q, k = 1, . . . n} e
íàâñÿêúäå ãúñòî â Rn

p , 1 ≤ p ≤ ∞.

Ïðèìåð 6.4 Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïîëèíîìè ñ ðàöèîíàëíè êîåôèöèåíòè e íàâñÿêúäå
ãúñòî â C[a,b].

Ïðèìåð 6.5 A = {{xk}nk=1 : xk ∈ Q, k = 1, . . . n, n ∈ N} e íàâñÿêúäå ãúñòî â `2.

Ïðèìåðè 6.1, 6.3, 6.4 è 6.5 ïîêàçâàò, ÷å ïðîñòðàíñòâàòà R, Rn
p , C[a,b] è `p 1 ≤ p < ∞

ñà ñåïàðàáåëíè ìåòðè÷íè ïðîñðàíñòâà.

Ïðèìåð 6.6 `∞ íå å ñåïàðàáåëíî ïðîñòðàíñòâî.
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Íàèñòèíà, íåêà äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî A îò âñè÷êè ðåäèöè, ñúñòîÿùè ñå îò 0
èëè 1. Òå îáðàçóâàò ìíîæåñòâî ñ ìîùíîñò êîòèíóóì. Îò äðóãà ñòðàíà ρ∞(x, y) = 1 çà
âñåêè äâå x, y ∈ A. Íåêà äà ðàçãëåäàìå ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè êúëáà ñ öåíòúð òî÷êà îò
A è ðàäèóñ 1/2. Òåçè êúëáà íå ñå ïðåñè÷àò. Àêî åäíî ìíîæåñòâî îò òî÷êè B å íàâñÿêúäå
ãúñòî â `∞, òî âñÿêî îò ïîñòðîåíèòå êúëáà òðÿáâà äà ñúäúðæà ïîíå åäíà òî÷êà îò B è
ñëåäîâîòåëíî B íå ìîæå äà áúäå èçáðîèìî.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1: Äîêàæåòå, ÷å c00 å íàâñÿêúäå ãúñòî â `p, çà 1 ≤ p <∞, íî íå å íàâñÿêúäå ãúñòî
â `∞. Äîêàæåòå, ÷å çàòâàðÿíåòî íà c00 â ïðîñòðàíñòâîòî `∞ å c0.
Çàäà÷à 2: Ïîêàæåòå, ÷å ïðîñòðàíñòâàòà C(−∞,+∞) è M[a,b] ñà ïúëíè, íî íå ñà ñåïàðàáåëíè.
Çàäà÷à 3: Ïîêàæåòå, ÷å ïðîñòðàíñòâàòà C1

[a,b], c è c0 ñà ïúëíè è ñåïàðàáåëíè.
Çàäà÷à 4: Ïîêàæåòå, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî (`0, ρ) å ñåïàðàáåëíî, êúäåòî:

à) ρ(x, y) =
∞∑
k=1

1

2k
· |xk − xk|

1 + |xk − xk|
;

á) ρ(x, y) = sup
k∈N

1

2n
· |xk − xk|

1 + |xk − xk|
.

Çàäà÷à 5: Äîêàæåòå, ÷å àêî â ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ñúùåñòâóâàò íåèçáðîèìî
ìíîæåñòâî A è êîíñòàíòà a > 0, òàêèâà ÷å ρ(x, y) ≥ a çà âñåêè äâå x, y ∈ A, òî X å
íåñåïàðàáåëíî.
Çàäà÷à 6: Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò èçîëèðàíèòå òî÷êè íà âñÿêî ñåïåðàáåëíî ìåò-
ðè÷íî ïðîñòðàíñòâî å íàé-ìíîãî èçáðîèìî.
Çàäà÷à 7: Äîêàæåòå, ÷å àêî ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî:
âñÿêà ðåäèöà {xn}∞n=1 ñúäúðæà ôóíäàìåíòàëíà ïîäðåäèöà, òî å ñåïàðàáåëíî.
Çàäà÷à 8: Äîêàæåòå, ÷å âñÿêî ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî áåç èçîëèðàíèòå òî÷êè å
íåèçáðîèìî.
Çàäà÷à 9: Äîêàæåòå, ÷å àêî â ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) ñúùåñòâóâàò ñåïàðàáåëíî,
íàâñÿêúäå ãúñòî ìíîæåñòâî A, òî X å ñåïàðàáåëíî.
Çàäà÷à 10: Íåêà (X, ρ) å ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè ôóíêöèè f : [0, 1] → R, çà êîèòî
ìíîæåñòâîòî

supp(f) = {x ∈ [0, 1] : f(x) 6= 0}
å íàé�ìíîãî èçáðîèìî è

ρ(f, g) =

 ∑
tk∈supp(f)∩ supp(g)

|f(tk)− g(tk)|2
1/2

.

Äîêàæåòå, ÷å (X, ρ) íå å ñåïàðàáåëíî.
Çàäà÷à 11: Íåêà V[0,1] å ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åíà âàðèàöèÿ ñ
ìåòðèêà

ρ(f, g) = sup
0≤t≤1

|f(t)− g(t)|.
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Äîêàæåòå, ÷å V[0,1] íå å ñåïàðàáåëíî.

6.2 Íèêúäå íå ãúñòè ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 6.3 Íåêà (X, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòî è A ⊂ X. Êàçâàìå, ÷å A å
íèêúäå íå ãúñòî, àêî A èìà ïðàçíà âúòðåøíîñò.

Òåîðåìà 6.1 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòî è A ⊂ X.Ìíîæåñòâîòî A å íèêúäå
íå ãúñòî, àêî çà âñÿêî êúëáî B ⊂ X ñúùåñòâóâà êúëáî B1 ⊂ B, òàêà ÷å A ∩B1 = ∅.

Àêî E å íèêúäå íå ãúñòî, òî V = X\E å íàâñÿêúäå ãúñòî â X.

Ïðèìåð 6.7 Âñÿêî êðàéíî ìíîæåñòâî {xi}ni=1 îò òî÷êè â R å íèêúäå íå ãúñòî â R.

Ïðèìåð 6.8 Z å íèêúäå íå ãúñòî â R. Ðåàëíàòà ïðàâà å íèêúäå íå ãúñòà â R2
2.

Îïðåäåëåíèå 6.4 ÍåêàM å ïîäìíîæåñòâî íà òîïîëîãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, τ). Òî-
ãàâà
1) Êàçâàìå, ÷å M å ïúðâà êàòåãîðèÿ â X, àêî å îáåäèíåíèå íà èçáðîèì áðîé íèêúäå íå
ãúñòè ïîäìíîæåñòâà Mn íà X ò.å. M = ∪∞n=1Mn;
2) Êàçâàìå, ÷å M å âòîðà êàòåãîðèÿ â X, àêî M íå å ïúðâà êàòåãîðèÿ.

Ïðèìåð 6.9 Âñÿêî èçáðîèìî ìíîæåñòâî {xi}∞i=1 îò òî÷êè â R å ïúðâà êàòåãîðèÿ â R.

Ïðèìåð 6.10 Q å ïúðâà êàòåãîðèÿ â R.

Ïðèìåð 6.11 Âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñòâî å âòîðà êàòåãîðèÿ â R.

Àêî B å ìíîæåñòâî ïúðâà êàòåãîðèÿ â X, òî è A ⊂ B å ïúðâà êàòåãîðèÿ â X. Âñÿêî
èçáðîèìî îáåäèíåíèå íà ìíîæåñòâà îò ïúðâà êàòåãîðèÿ å ìíîæåñòâî ïúðâà êàòåãîðèÿ.
Âñÿêî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî ñ ïðàçíà âúòðåøíîñò å ïúðâà êàòåãîðèÿ.

6.3 Òåîðåìà íà Áåð çà êàòåãîðèèòå

Òåîðåìà 6.2 (íà Áåð çà êàòåãîðèèòå) Íåêà (X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Òî-
ãàâà ñå÷åíèåòî íà ïðîèçâîëíà èçáðîèìà ñúâêóïíîñò îò îòâîðåíè íàâñÿêúäå ãúñòè ìíî-
æåñòâà â X å íàâñÿêúäå ãúñòî â X.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà {Vn}∞n=1 ñà îòâîðåíè íàâñÿêúäå ãúñòè ìíîæåñòâà â X. Íåêà B0 å
ïðîèçâîëíî íå ïðàçíî îòâîðåíî ìíîæåñòâî â X.

Èçáèðàìå B1 ñ ðàäèóñ r1 < 1, òàêà ÷å B1 ⊂ V1 ∩ B0. Èçáèðàìå B2 ñ ðàäèóñ r1 < 1/2,
òàêà ÷å B1 ⊂ V2 ∩B1. Àêî ñìå èçáðàëè âå÷å îòâîðåíî êúëáî Bn−1 ñ ðàäèóñ rn−1, òî ïîðàäè
óñëîâèåòî, ÷å Vn å íàâñÿêúäå ãúñòî â X ìîæåì äà èçáåðåì Bn ñ ðàäèóñ rn < 1/n, òàêà ÷å

(26) Bn ⊂ Vn ∩Bn−1.
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Íåêà äà ïîëîæèì K = ∩∞n=1Bn. Îò (26) è rn < 1/n ïîëó÷àâàìå, ÷å Bn e ðåäèöà îò âëîæåíè
åäíî â äðóãî çàòâîðåíè êúëáà ñ ðàäèóñè, êëîíÿùè êúì íóëà. Ñëåäîâàòåëíî K 6= ∅. Ïî
ïîñòðîåíèå K ⊂ B0 è K ⊂ Vn çà âñÿêî n ∈ N. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñòâî
B0 ⊂ X å èçïúëíåíî B0 ∩ (∩∞n=1Vn) 6= ∅. �

Ðåíå�Ëóèñ Áåð (Rene�e�Louis Baire 1874�1932) å ôðåíñêè ìàòåìèòèê, íàé�èçâåñòåí ñ Òåîðå-

ìàòà çà êàòåãîðèèòå, êîÿòî íîñè íåãîâîòî èìå. Ïúðâîíà÷àëíî Òåîðåìàòà íà Áåð å ïóá-

ëèêóâàíà â äèñåðòàöèÿòà ìó ½Sur les fonctions de variable r�eelles� (Âúðõó ôóíêöèè ñ ðåàëíè

ïðîìåíëèâè) ïðåç 1899. Òåîðåìàòà èìà ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèÿ âúâ Ôóíêöèîíàëíèÿ àíàëèç.

Áåð ïðîèçõîæäà îò áåäíî ñåìåéñòâî. Áàùà ìó å øèâà÷. Ïîëó÷àâà

ñòèïåíäèÿ, çà äà ó÷è â Lyc�ee Lakanal. Òîé å ïðèåò çà ñòóäåíò â
�Ecole Normale Sup�erieure è â �Eole Polytechnique. Òîé ïðåäïî÷èòà

äà ó÷è â �Ecole Normale Sup�erieure. Òîé ñå äèïëîìèðà ñ îòëè÷èå

ñëåä 3 ãîäèíè îáó÷åíèå è ïðîäúëæàâà çà äà âçåìå äúðæàâíèòå

èçïèòè. Íà òåñòîâèòå, Áåð ñå ïðåäñòàâÿ íàé�äîáðå, íî íà óñ-

òíèÿ èçïèò ñå ïðîâàëÿ ïðè ïúðâîòî ñè ÿâÿâàíå, ïîíåæå íå ñà

ÿñíè è ïúëíè îáÿñíåíèÿòà ìó íà äúñêàòà. Ñëåä äèïëîìèðàíåòî

ñè òîé ñòàâà ó÷èòåë. Êàòî ó÷èòåë äîñòèãà äî èäåèòå çà ãðàíè-

öà è ïðåêúñíàòîñò, êîèòî ñà îñíîâíàòà èäåÿ îò äîêòîðàòà ìó.

Ïðåç 1907 ñòàâà ïðîôåñîð â óíèâåðñèòåòà â Dijon. Áåð ðàáîòè

ñúâìåñòíî ñ Âîëòåðà è Ëåáåã.

Ñëåäñòâèå 6.1 Âñÿêî ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî å âòîðà êàòåãîðèÿ, ò.å. íå ìîæå
äà ñå ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà èçáðîèìî ìíîãî íèêúäå íå ãúñòè ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà {En}∞n=1 å ïðîèçâîëíà ðåäèöà îò íèêúäå íå ãúñòè ìíîæåñòâà. Òî-
ãàâà Vn = X\En ñà îòâîðåíè íàâñÿêúäå ãúñòè ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëíî ∩∞n=1Vn 6= ∅ è
X 6= ∪∞n=1En, çàùîòî

X\(
∞⋃
n=1

En) =
∞⋂
n=1

(X\En) =
∞⋂
n=1

Vn 6= ∅.

�

Ñëåäñòâèå 6.2 Âñÿêî ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíòñâî áåç èçîëèðàíè òî÷êè å íåèçáðîèìî.

Ñëåäñòâèå 6.3 Âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñòâî â ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíòñâî å âòîðà
êàòåãîðèÿ.

Çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Íåêà M ⊂ X å ïúðâà êàòåãîðèÿ, êúäåòî X å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.
Äîêàæåòå, ÷å N = X\M å íàâñÿêúäå ãúñòî â X.
Çàäà÷à 2. Îïðåäåëåòå îò êàêâà êàòåãîðèÿ íà Áåð ñà ìíîæåñòâàòà:
à) X = R, M = {x ∈ X : sinx = 0};

76



á) X = R, M = {x ∈ X : 0 ≤ sinx ≤ 1};
â) X = R2, M = {(x, y) ∈ X : x2 + y2 ≤ 1};
ã) X = R2, M = {(x, y) ∈ X : x2 + y2 = 1};
ä) X = R2, M = {(x, y) ∈ X : x2 + y2 = q, q ∈ Q};
å) X = R2, M = {(x, y) ∈ X : 0 ≤ x, y ≤ 1}.
Çàäà÷à 3. Íåêà f ∈ C[0,1] å ðàçòÿùà ôóíêöèÿ è E å íàâñÿêúäå ãúñòî ìíîæåñòâî â [0, 1].
Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî

F = {f(a) : a ∈ E}

å íàâñÿêúäå ãúñòî â [f(0), f(1)].
Çàäà÷à 4. Íåêà f ∈ C[0,1] å ðàçòÿùà ôóíêöèÿ è E å íèêúäå íå ãúñòî ìíîæåñòâî â [0, 1].
Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî

F = {f(a) : a ∈ E}

å íèêúäå íå ãúñòî â [f(0), f(1)].
Çàäà÷à 5. Íåêà α ∈ (R\Q). Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî

F = {n+m.α : n,m ∈ Z}

å íàâñÿêúäå ãúñòî â R.
Çàäà÷à 6. Íåêà E å íèêúäå íå ãúñòî ìíîæåñòâî â [0, 1]. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî

F = {f ∈ C[0,1] : f(x) = a, a ∈ E}

å íèêúäå íå ãúñòî â C[0,1].
Çàäà÷à 7. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî

F = {n.x : n ∈ N}

å íèêúäå íå ãúñòî â C[0,1].
Çàäà÷à 8. Íåêà A å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) è B å ìíîæåñ-
òâîòî îò âñè÷êè âúíøíè òî÷êè çà A. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî A

⋃
B å íàâñúêàäå ãúñòî

ìíîæåñòâî.
Çàäà÷à 9. Íåêà A å íèêúäå íå ãúñòî ìíîæåñòâî â ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ). Äîêà-
æåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî X\A å íàâñúêàäå ãúñòî ìíîæåñòâî.
Çàäà÷à 10. Äàéòå ïðèìåð íà ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) è ìíîæåñòâî A, êîåòî å íàâ-
ñÿêúäå ãúñòî è ìíîæåñòâîòî X\A å íàâñúêàäå ãúñòî.

6.4 Ïðèëîæåíèå íà òåîðåìàòà íà Áåð çà êàòåãîðèèòå çà ñúùåñòâóâàíåòî íà

íåïðåêúñíàòè íèêúäå íåäåôèðåíöèðóåìè ôóíêöèè

Â íà÷àëîòî íà 20�òè âåê ïîâå÷åòî ìàòåìàòèöè ñà âÿðâàëè, ÷å íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèè
èìàò ïðîèçâîäíà â ãîëÿìà ÷àñò îò äåôèíèöèîííàòà ñè îáëàñò. Àìïåð (Amp�ere) äîðè ñå
îïèòâà äà äàäå òåîðèòè÷íà îáóñíîâêà íà òîâà ïðåäïîëîæåíèå ïðåç 1806. Ïðåç 1872 Êàðë
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Âàéåðùðàñ (Karl Weierstraß) ðàçòúðñâà ìàòåìàòè÷åñêàòà îáùíîñò êàòî èçêàçâà ïðåäïîëî-
æåíèåòî, ÷å òîâà íå å âÿðíî. Òîé êîíñòðóèðà ôóíêöèÿ, êîÿòî å íåïðåêúñíàòà âúâ âñÿêà
òî÷êà îò R è â ñúùîòî âðåìå ïðåäïîëàãà, ÷å íå å äèôåðåíöèðóåìà çà íèêîÿ òî÷êà îò R. Äî-
êàçàòåëñòâîòî íà õèïîòåçàòà íà Âàéåðùðàñ å íàïðàâåíî îò Áîèñ è Ðåéìîíä (Bois�Reymond)
ïðåç 1875. Ñàìèÿò Âàéåðùðàñ ñïîìåíàâà, ÷å ïîäîáíà èäåÿ çà êîíñòðóèðàíå íà ôóíêöèÿ
èçïîëçâà Ðèìàí (Riemann) â ëåêöèèòå ñè îùå ïðåç 1861. Íàé-ðàííèòà èçâåñòíà â ìîìåíòà
êîíñòðóêöèÿ íà ôóíêöèÿ ñ òåçè ñâîéñòâà å íà Áåðíàðä Áîëöàíî (Bernard Boltzano) ïóá-
ëèêóâàíà ïðåç 1822. Òðÿáâà äà ñïîìåíåì è ïðèìåðà íà ×àðëñ Ñåëåðèåð (Charles Cell�erier),
êîéòî íåçàâèñèìî îòêðèâà ïðèìåð íà òàêàâà ôóíêöèÿ, íî ðåçóëòàòà ìå å ïóáëèêóâàí ÷àê
ïðåç 1980 ïîñìúðòíî.

Ñëåä ðåçóëòàòà íà Âàéåðùðàñ ìíîãî ìàòåìàòèöè äàâàò ñâîÿ ïðèíîñ. Ó÷óäâàùî ñå
îêàçâà, ÷å ìíîæåñòâîòî îò òåçè ôóíêöèè å ìíîãî ãîëÿìà, òî ñå îêàçâà, ÷å å ìíîæåñòâî îò
âòîðà êàòåãîðèÿ çà ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè. Ïðåç 1929Ùàéíõàóñ
(Steinhaus) ïîñòàâÿ âúïðîñà îò êàêâà êàòåãîðèÿ å ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè, êîèòî íå ñà äèôåðåíöèðóåìè â íèòî åäíà òî÷êà. Ïðåç 1931 Áàíàõ è Ìàçóåðêóåâè÷
(Banach, Mazuerkievicz) äîêàçâàò, ÷å òîâà ìíîæåñòâî å îò âòîðà êàòåãîðèÿ.

Òâúðäåíèå 6.2 Àêî M å ìíîæåñòâî ïúðâà êàòåãîðèÿ â ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî
(X, ρ), òî ñúùåñòâóâà x ∈ X\M è X\M å âòîðà êàòåãîðèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Òåîðåìàòà íà Áåð ñëåäâà, ÷å X å âòîðà êàòåãîðèÿ. Îò ðàâåíñòâîòî
X = M ∪ (X\M) è óñëîâèåòî, ÷å ìíîæåñòâîòî M å ïúðâà êàòåãîðèÿ, òî X\M å âòîðà
êàòåãîðèÿ è X\M 6= ∅, çàùîòî îáåäèíåíèåòî íà äâå ìíîæåñòâà îò ïúðâà êàòåãîðèÿ å
ïúðâà êàòåãîðèÿ. �

Òâúðäåíèå 6.3 Ìíîæåñòâîòî

M =

{
ñúùåñòâóâà òî÷êà x∗ ∈ (0, 1), òàêà ÷å

f ∈ C[0,1] :
ëÿâàòà ïðîèçâîäíà f

′
+(x∗) ñúùåñòâóâà

}
å ïúðâà êàòåãîðèÿ â C[0,1].

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà îçíà÷èì ñ Mn ìíîæåñòâîòî îò òåçè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè â [0, 1]
çà êîéòî ñúùåñòâóâà x∗ ∈ (0, 1), òàêà ÷å

|f(x∗ + h)− f(x∗)| ≤ nh

çà âñÿêî h ∈ [0, 1], óäîâëåòâîðÿâàùî x∗ + h ≤ 1. Î÷åâèäíî, ÷å àêî f ∈ M , òî ñúùåñòâóâà

n ∈ N, òàêà ÷å f ∈Mn. Ñëåäîâàòåëíî M ⊆
∞⋃
n=1

Mn. Àêî ïîêàæåì, ÷å âñÿêî Mn å íèêúäå íå

ãúñòî â C[0,1] òî ùå ñëåäâà, ÷å M å ïúðâà êàòåãîðèÿ. Çà äà ïîêàæåì, ÷å Mn å íèêúäå íå
ãúñòî â C[0,1] å äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì, ÷å Mn å çàòâîðåíî ñ ïðàçíà âúòðåøíîñò.
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Ôèãóðà 34:

Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å âñÿêî Mn å çàòâîðåíî. Íàèñòèíà, íåêà {fk}∞k=1 å ïðîèçâîëíà
ðåäèöà îò Mn, ñõîäÿùà êúì f ∈ C[0,1]. Òîãàâà çà âñÿêî k ∈ N ñúùåñòâóâà xk ∈ (0, 1), òàêà
÷å

|fk(xk + h)− fk(xk)| ≤ nh

çà âñÿêî h ∈ [0, 1], óäîâëåòâîðÿâàùî xk + h ≤ 1. Ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà {xks}∞s=1, ñõîäÿùà
êúì íÿêîå x∗. Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå

|f(x∗ + h)− f(x∗)| ≤ nh

çà âñÿêî h ∈ [0, 1], óäîâëåòâîðÿâàùî x∗+h ≤ 1, ò.å. f ∈Mn è ñëåäîâàòåëíîMn å çàòâîðåíî.
Ãðàíè÷íèÿò ïðåõîä å âúçìîæíî äà ñå íàïðàâè, çàùîòî fn å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà êúì f è
f å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â [0, 1].

Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å intMn = ∅. Íåêà f ∈Mn å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò Mn. Çà âñÿêî
ε > 0 ñúùåñòâóâà íà÷óïåíà ëèíåéíà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ g ∈ C[0,1], òàêàâà ÷å

ρ(f, g) = max
t∈[0,1]

|f(t)− g(t)| < ε

è |g′+(x)| > n çà âñÿêî x ∈ [0, 1). Ñëåäîâàòåëíî g 6∈ Mn è f íå ìîæå äà áúäå âúòðåøíà
òî÷êà çà Mn (Ôèãóðà 34).

�

Òåîðåìà 6.3 (Áàíàõ�Ìàçóåðêóåâè÷) Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè,
êîèòî íå ñà äèôåðåíöèðóåìè âúâ íèòî åäíà òî÷êà å âòîðà êàòåãîðèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Òâúðäåíèå 6.3 ñëåäâà, ÷å C[0,1]\M å âòîðà êàòåãîðèÿ â C[0,1], ò.å.
ñúâêóïíîñòòà îò íåïðåêúñíàòè íèêúäå íåäèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè å âòîðà êàòåãîðèÿ. �
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Îò Òåîðåìà 6.3 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà x ∈ C[0,1], òàêîâà ,÷å x′ íå ñúùåñòâóâà â íèòî
åäíà òî÷êà îò [0, 1].

Ãðóáî êàçàíî òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ íè êàçâà, ÷å ïî÷òè âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ôóí-
êöèè â èíòåðâàëà [0, 1] ñà íåäèôåðåíöèðóåìè âúâ âñÿêà òî÷êà x ∈ [0, 1].

Òâúðäåíèå 6.4 Íåêà f : R → R å ôóíêöèÿ, çà êîÿòî f
′
(x) ñúùåñòâóâà çà âñÿêî x ∈ R.

Íåêà

U =
⋃
ε>0

{
x ∈ R : sup

|y|<ε
|f ′(x+ y)| <∞

}
.

Òîãàâà U å îòâîðåíî, íàâñÿêúäå ãúñòî ìíîæåñòâî â R.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò äåôèíèöèÿòà íà U , âåäíàãà ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å U å îòâîðåíî ìíîæåñ-
òâî. Íåêà W ⊂ R å ïðîèçâîëíî îòâîðåíî ìíîæåñòâî. Çà âñÿêî k ∈ N, äåôèíèðàìå

Ek =
{
x ∈ W : |f(y)− f(x)| ≤ k|y − x|, àêî |y − x| ≤ 1

k

}
=

⋂
|z|≤k−1

{x ∈ W : |f(x+ z)− f(x)| ≤ k|z|},

êîåòî å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî â R, ïîðàäè ôàêòà, ÷å f å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ. Îùå
ïîâå÷å, àêî x ∈ W è M = |f ′(x)|, òî

|f(y)− f(x)| = |f ′(x)(y − x) + o(y − x)| ≤ (M + 1)|y − x|

çà y äîñòàòú÷íî áëèçêî äà x. Ñëåäîâàòåëíî x ∈ Ek çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè k. Ñëåäîâàòåëíî
W = ∪∞k=1Ek è îò Ñëåäñòâèå 6.3 çà íÿêîå k, ìíîæåñòâîòî Ek èìà íåïðàçíà âúòðåùíîñò, ò.å.
ñúùåñòâóâà x0 ∈ Ek ⊂ W è ε > 0, òàêà ÷å

J = (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ Ek ⊂ W.

Çà x ∈ J è âñÿêî |z| ≤ k−1 å â ñèëà |f(x + z) − f(x)| ≤ k|z| è ñëåäîâàòåëíî |f ′(x)| ≤ k çà
x ∈ J . Îò x ∈ U ∩W ñëåäâà, ÷å U å íàâñÿêúäå ãúñòî â R. �

Â îáùèÿ ñëó÷àé íå å âÿðíî, ÷å U = R, êàêòî ñå âèæäà îò ñëåäâàùèÿ ïðèìåð.

Ïðèìåð 6.12 Íåêà f(x) = |x|3/2 sin 1
x
è f(0) = 0. Òîãàâà f å äèôåðåíöèðóåìà çà âñÿêî

x ∈ R, íî f ′ íå å îãðàíè÷åíà â îêîëíîñò íà íóëàòà (Ôèãóðà 35).
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Ôèãóðà 35: f = |x|3/2 sin 1
x
�çåëåíî, f ′�÷åðâåíî

6.5 Ôóíêöèÿ íà Âàéåðùðàñ

Òåîðåìà 6.4 Ôóíêöèÿòà íà Âàéåðùðàñ

W (x) =
∞∑
k=0

ak cos(bkπx),

çà 0 < a < 1, ab > 1 + 3
4
π, b > 1, b�íå÷åòíî ÷èñëî å íåïðåêúñíàòà è íåäèôåðåíöèðóåìà çà

âñÿêî x ∈ R.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷åW å íåïðåêúñíàòà. Îò 0 < a < 1 ñëåäâà
∑∞

k=1 a
k =

1
1−a < ∞. Òîâà çàåäíî ñ íåðàâåíñòâîòî sup{|an cos(bnπx)| : n ∈ R} ≤ an íè äàâà, ÷å ðåäúò∑∞

k=0 a
k cos(bkπx) å ðàâíîìåðíî ñõîäÿù êúì â R. Ñëåäîâàòåëíî W å íåïðåêúñíàòà.

Íåêà x0 ∈ R å ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî ÷èñëî. Çà âñÿêî m ∈ N ñúùåñòâóâà αm, òàêà ÷å

bmx0 − αm ∈ (−1/2, 1/2]. Ïîëàãàìå xm+1 = bmx0 − αm, ym =
αm − 1

bm
è zm =

αm + 1

bm
. Â ñèëà

ñà íåðàâåíñòâàòà

ym − x0 = −1 + xm+1

bm
< 0 <

1− xm+1

bm
= zm − x0

è ñëåäîâàòåëíî ym < x0 < zm. Ïðè m→∞, ym → x0 îò ëÿâî è zm → x0 îò äÿñíî.
Íåêà ðàçãëåäàìå ëÿâîòî äèôåðåí÷íî ÷àñòíî â òî÷êàòà x0 íà ôóíêöèÿòà W

W (ym)−W (x0)

ym − x0

=
∞∑
n=0

(
an cos(bnπym)−cos(bnπx0)

ym−x0

)
=

m−1∑
n=0

(
an cos(bnπym)−cos(bnπx0)

ym−x0

)
+

∞∑
n=m+1

(
an cos(bnπym)−cos(bnπx0)

ym−x0

)
= S1 + S2.
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Ùå îöåíèì ñóìèòå S1 è S2 ïîîòäåëíî.

(27)

|S1| =

∣∣∣∣∣∣
m−1∑
n=0

(ab)n(−π) sin

(
bnπ

(ym + x0)

2

) sin
(
bnπ (ym−x0)

2

)
bnπ (ym−x0)

2

∣∣∣∣∣∣
≤ π

m−1∑
n=0

(ab)n = π
(ab)m − 1

ab− 1
≤ π

(ab)m

ab− 1
.

Îò b > 1�íå÷åòíî ÷èñëî è αm ∈ Z å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

cos(bn+mπym) = cos

(
bm+nπ

αm − 1

bm

)
= cos(bnπ(αm − 1)) =

(
(−1)b

n)αm−1
= −(−1)αm

è
cos(bn+mπx0) = cos

(
bm+nπαm+xm+1

bm

)
= cos(bnπαm) cos(bnπxm+1)− sin(bnπαm) sin(bnπxm+1)

=
(
(−1)b

n)αm
cos(bnπxm+1)− 0 = −(−1)αm cos(bnπxm+1).

Ñëåäîâàòåëíî

S2 =
∞∑
n=0

am+n−(−1)αm − (−1)αm cos(bnπxm+1)

−1+xm+1

bm

= (ab)m(−1)αm

∞∑
n=0

an
1 + cos(bnπxm+1)

1 + xm+1

.

Âñåêè ÷ëåí íà ãîðíàòà ñóìà å íåîòðèöàòåëåí è îò xm+1 ∈ (1/2, 1/2] ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

(28)
∞∑
n=0

an
1 + cos(bnπxm+1)

1 + xm+1

≥ 1 + cos(πxm+1)

1 + xm+1

≥ 1

1 + 1/2
= 2/3.

Îò íåðàâåíñòâà (27) è (28) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò ε1 ∈ [−1, 1] è η1 > 1, òàêà ÷å

W (ym)−W (x0)

ym − x0

= (−1)αm(ab)mη1

(
2

3
+ ε1

π

ab− 1

)
.

Àíàëîãè÷íè îöåíêè ñà â ñèëà è çà äÿñíîòî äèôåðåí÷íî ÷àñòíî:

W (zm)−W (x0)

zm − x0

=
∞∑
n=0

(
an cos(bnπzm)−cos(bnπx0)

zm−x0

)
=

m−1∑
n=0

(
an cos(bnπzm)−cos(bnπx0)

zm−x0

)
+

∞∑
n=m+1

(
an cos(bnπzm)−cos(bnπx0)

zm−x0

)
= S

′
1 + S

′
2,
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Ôèãóðà 36: Wn(x) =
∑n

k=0 2kcos(4kπx), n = 3, 5, 7

(29)

|S1| =

∣∣∣∣∣∣
m−1∑
n=0

(ab)n(−π) sin

(
bnπ

(zm + x0)

2

) sin
(
bnπ (zm−x0)

2

)
bnπ (zm−x0)

2

∣∣∣∣∣∣
≤ π

m−1∑
n=0

(ab)n = π
(ab)m − 1

ab− 1
≤ π

(ab)m

ab− 1
,

cos(bn+mπzm) = cos

(
bm+nπ

αm + 1

bm

)
= cos(bnπ(αm + 1)) =

(
(−1)b

n)αm+1
= −(−1)αm ,

S
′

2 =
∞∑
n=0

am+n−(−1)αm − (−1)αm cos(bnπxm+1)
1−xm+1

bm

= −(ab)m(−1)αm

∞∑
n=0

an
1 + cos(bnπxm+1)

1− xm+1

.

Âñåêè ÷ëåí íà ãîðíàòà ñóìà å íåîòðèöàòåëåí è îò xm+1 ∈ (1/2, 1/2] íàìèðàìå îöåíêàòà

(30)
∞∑
n=0

an
1 + cos(bnπxm+1)

1− xm+1

≥ 1 + cos(πxm+1)

1− xm+1

≥ 1

1− (−1/2)
= 2/3.

Îò íåðàâåíñòâà (29) è (30) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò ε2 ∈ [−1, 1] è η2 > 1, òàêà ÷å

W (zm)−W (x0)

zm − x0

= −(−1)αm(ab)mη2

(
2

3
+ ε2

π

ab− 1

)
.

Îò ab > 1+ 3
2
π ñëåäâà, ÷å ëÿâîòî è äÿñíîòî äèôåðåí÷íè ÷àñòíè èìàò ðàçëè÷íè çíàöè.

Îò limm→∞(ab)m =∞ ñëåäâà âåäíàãà, ÷å W íå å äèôåðåíöèðóåìà â x0. �

Çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Äîêàæåòå, ÷å ñëåäíèòå ôóíêöèè ñà íåïðåêúñíàòè è íå ñà äèôåðåíöèðóåìè çà
íèêîå x ∈ R
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à) Ôóíêöèÿ íà Õåðö (Hertz)

WH(x) =
∞∑
k=0

ak cosp(bkπx),

a > 1, p ∈ N, b�íå÷åòíî, ab > 1 + 2
3
pπ;

á) Ôóíêöèè íà Õàðäè (Hardy)

W1(x) =
∞∑
k=0

ak sin(bkπx), W2(x) =
∞∑
k=0

ak cos(bkπx),

0 < a < 1, b > 1, ab ≥ 1;
â) Ôóíêöèè íà Ïîðòúð (Porter)

WP1(x) =
∞∑
k=0

ak

k!
cos(k!πx), WP2(x) =

∞∑
k=0

ak

k!
sin(k!πx),

|a| > 1 + 3
2
π;

è

WP3(x) =
∞∑
k=0

1

ak
cos(k!akπx), WP4(x) =

∞∑
k=0

1

ak
sin(k!akπx),

|a| ∈ N, |a| 6= 1.
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7 Òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Ïîíÿòèåòÿòà ðàçñòîÿíèå è ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñà äîñòà îáùè è àáñòðàêòíè. Òå íè ïîç-
âîëÿâàò äà èçñëåäâàìå ãîëÿìî êîëè÷åñòâî ïðîáëåìè. Ñúùåñòâóâàò ïî îáùè ïðîñòðàíñòâà,
êîèòî â ñåáåñè âêëú÷âàò è ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâî. Òîâà ñà òîïîëîãè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà.

7.1 Òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Çà äåôèíèðàíåòî íà îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ (îòâîðåíî è çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, òî÷êà íà äî-
êîñâàíå, ãðàíè÷íà òî÷êà, ãðàíèöà íà ðåäèöà) â ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà èçïîëçâàõìå
îêîëíîñò íà òî÷êà. Îêîëíîñòòà íà òî÷êà íè ïîçâîëè äà îïðåäåëèì îòâîðåíèòå ìíîæåñòâà
â åäíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Âúçìîæíî å äà ðàçãëåäàìå äðóã ïîäõîä çà äåôèíèðàíåòî
íà åäíî ïðîñòðàíñòâî, êàòî îïèøåì âñè÷êè îòâîðåíè ìíîæåñòà, â òîâà ÷èñëî è âñè÷êè
îêîëíîñòè íà âñÿêà åäíà òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 7.1 Íåêà å äàäåíî ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî T . Òîïîëîãèÿ â T íàðè÷àìå ïðî-
èçâîëíà ñúâêóïíîñò îò ïîäìíîæåñòâà τ , êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:
1) T ∈ τ è ∅ ∈ τ ;
2) Çà âñÿêà ôàìèëèÿ îò ìíîæåñòâà Gγ ∈ τ , γ ∈ Γ å èçïúëíåíî

⋃
γ∈ΓGγ ∈ τ ;

3) Çà âñÿêà êðàéíà ñúâêóïíîñò Gk ∈ τ , k = 1, . . . , n îò ìíîæåñòâà å èçïúëíåíî
n⋂
k=1

Gk ∈ τ .

Ìíîæåñòâîòî T ñ äåôèíèðàíàòà â íåãî òîïîëîãèÿ τ , ò.å. íàðåäåíàòà äâîéêà (T, τ)
íàðè÷àìå òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâàòà, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà τ àðè÷àìå îò-
âîðåíè ìíîæåñòâà.

Êàêòî âèäÿõìå â ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà â åäíî è ñúùî ìíîæåñòâî X ìîæåì äà
âúâåäåì ðàçëè÷íè ìåòðèêè ρ, d è äà ïîëó÷èì ðàçëè÷íè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà (X, ρ)
è (X, d). Ñúùîòî å â ñèëà è ïðè òîïîëîãè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà. Ìîæåì â åäíî è ñúùî
ìíîæåñòâî T äà âúâåäåì ðàçëè÷íè òîïîëîãèè τ1, τ2 è äà ïîëó÷èì ðàçëè÷íè òîïîëîãè÷íè
ïðîñòðàíñòâà (T, τ1) è (T, τ2).

Îïðåäåëåíèå 7.2 Íåêà å äàäåíî ïðîèçâîëíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî (T, τ). Ìíîæåñ-
òâîòî F ⊆ X íàðè÷àìå çàòâîðåíî, àêî F c = X\F å îòâîðåíî.

Òâúðäåíèå 7.1 Íåêà å äàäåíî ïðîèçâîëíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî (T, τ). Òîãàâà:
1) T è ∅ ñà çàòâîðåíè ìíîæåñòâà;

2) Çà âñÿêà ôàìèëèÿ îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà Fγ, γ ∈ Γ ìíîæåñòâîòî
⋂
γ∈Γ

Fγ å çàòâî-

ðåíî ìíîæåñòâî;
3) Çà âñÿêà êðàéíà ñúâêóïíîñò îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà Fk, k = 1, . . . , n ìíîæåñòâîòî
n⋂
k=1

Fk å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî.
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Ôèãóðà 37: Ïðèìåðè íà ñúâêóïíîñòè îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà, êîèòî îïèñâàò òîïîëîãèÿ èëè
íå îïèñâàò òîïîëîãèÿ

.

Àíàëîãè÷íî íà ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà è â òîïîëîãè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà ñå äåôè-
íèðàò îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ, êàòî îêîëíîñò íà òî÷êà, òî÷êà íà äîêîñâàíå, çàòâàðÿíå íà ìíî-
æåñòâî è ò.í.

Îïðåäåëåíèå 7.3 Îêîëíîñò íà òî÷êàòà x ∈ (T, τ) íàðè÷àìå âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñ-
òâî U ∈ τ , êîåòî ñúäúðæà òî÷êàòà x.

Îïðåäåëåíèå 7.4 Íåêà A å ïîäìíîæåñòâî íà òîïîëîãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ). Êàç-
âàìå, ÷å òî÷êàòà x ∈ X å òî÷êà íà äîêîñâàíå çà ìíîæåñòâîòî A, àêî çà âñÿêà îêîëíîñò
Ux íà òî÷êàòà x å èçïúëíåíî Ux

⋂
A 6= ∅.

Îïðåäåëåíèå 7.5 Íåêà A å ïîäìíîæåñòâî íà òîïîëîãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ). Êàç-
âàìå, ÷å òî÷êàòà x ∈ X å ãðàíè÷íà òî÷êà çà ìíîæåñòâîòî A, àêî çà âñÿêà îêîëíîñò
Ux íà òî÷êàòà x ñúùåñòâóâà y 6= x, y ∈ Ux

⋂
A.

Ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè òî÷êè íà äîêîñâàíå íà ìíîæåñòâîòî A ñå îòáåëÿçâà ñ A è ñå
íàðè÷à çàòâàðÿâíå íà ìíîæåñòâîòî A.
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Òâúðäåíèå 7.2 Ìíîæåñòâîòî A e çàòâîðåíèòå ìíîæåñòâà (ìíîæåñòâàòà íà êîèòî
äîïúëíåíèåòî å îòâîðåíî ìíîæåñòâî) â åäíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî, òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî A = A.

Äîêàçàòåëñòâî: (⇐) Íåêà A = A. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ Ac = T\A ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà
îêîëíîñò Ux, òàêà ÷å Ux

⋂
A = ∅. Îò àêñèîìèòå çà òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñëåäâà, ÷å⋃

x∈Ac

Ux = Ac.

(⇒) Íåêà A å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî. Îò äåôèíèöèÿòà çà çàòâîðåíî ìíîæåñòâî â òî-
ïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñëåäâà, ÷å Ac å îòâîðåíî ìíîæåñòâî è ñëåäîâàòåëíî å îêîëíîñò
çà âñÿêà òî÷êà x 6∈ A. Îò äåôèíèöèÿòà íà ìíîæåñòâîòî Ac ñëåäâà, ÷å A

⋂
ASc = ∅ è

ñëåäîâàòåëíî x íå ìîæå äà áúäå òî÷êà íà äîêîñâàíå çà A. �

Ïðèìåð 7.1 Âñÿêî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî

Ïðèìåð 7.2 Íåêà T å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî τ äà ñå
ñúñòîè îò âñè÷êè ïîäìíîæåñòâà íà T . Â òîçè ñëó÷àé ïîëó÷àâàìå, ÷å âñÿêî ìíîæåñòâî
å îòâîðåíî è ñëåäîâàòåëíî è âñÿêî ìíîæåñòâî å çàòâîðåíî. Â òîâà ïðîñòðàíñòâî âñÿêî
ìíîæåñòâî ñúâïàäà ñúñ ñâîåòî çàòâàðÿíå. Òîâà ñâîéñòâî óäîâëåòâîðÿâà äèñêðåòíîòî
ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Ïðèìåð 7.3 Íåêà T å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî τ äà ñå
ñúñòîè ñàìî îò ìíîæåñòâàòà T è ∅. Â òîçè ïðèìåð çàòâàðÿíåòî íà åäíî ìíîæåñòâî
ñúâïàäà ñ T . Òîâà ïðîñòðàíñòâî ñå íàðè÷à îùå ïðîñòðàíñòâî íà ½ñòðóïàíèòå òî÷êè�.

Ïðèìåð 7.4 Íåêà T = {x, y}. Íåêà τ = {T, ∅, b}. Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å τ îïðåäåëÿ òîïî-
ëîãèÿ â T . Òîâà ïðîñòðàíñòâî ñå íàðè÷à ñâúðçàíî äâîåòî÷èå. Çàòâîðåíè ìíîæåñòâà ñà
{T, ∅, a}. Çàòâàðÿíåòîíà {b} ñúâïàäà ñ T .

Îïðåäåëåíèå 7.6 Íåêà âúðõó åäíî è ñúùî ìíîæåñòâî X ñà äåôèíèðàíè äâå òîïîëîãèè
τ1 è τ2. Êàçâàìå, ÷å òîïîëîãèÿòà τ1 å ïî�ñèëíà îò òîïîëîãèÿòà τ2, àêî τ2 ⊂ τ1. Â òîçè
ñëó÷àé îùå ìîæåì äà êàæåì, ÷å òîïîëîãèÿòà τ2 å ïî�ñëàáà îò òîïîëîãèÿòà τ1

Â ñúâêóïíîñòòà îò âñåâúçìîæíèòå òîïîëîãè íà åäíî ìíîæåñòâî X ïî åñòåñòâåí íà÷èí
ìîæå äà ñå âúâåäå ÷àñòè÷íà íàðåäáà, êàòî êàçâàìå, ÷å τ1 < τ2, àêî τ1 å ïî�ñëàáà òîïîëî-
ãèÿ îò τ2. Â òàçè ÷àñòè÷íà íàðåäáà ìàêñèìàëåí åëåìåíò å òîïîëîãèÿòà â êîÿòî âñè÷êè
ìíîæåñòâà ñà îòâîðåíè è ìèíèìàëåí åëåìåíò òîïîëîãèÿòà â êîÿòî ñàìî ïðîñòðàíñòâîòî è
ïðàçíîòî ìíîæåñòâî ñà îòâîðåíè.

Òåîðåìà 7.1 Íåêà âúðõó åäíî è ñúùî ìíîæåñòâî X å äåôèíèðàíà ôàìèëèÿ îò òîïîëî-

ãèè τα, α ∈ Γ. Òîãàâà τ =
⋂
α∈Γ

τα å òîïîëîãèÿ â X. Òîïîëîãèÿòà τ å ïî�ñëàáà îò âñÿêà

åäíà îò òîïîëîãèèòå τα, α ∈ Γ.
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Äîêàçàòåëñòâî: Ìíîæåñòâàòà X è ∅ ïðèíàäëåæàò íà τ =
⋂
α∈Γ τγ. Îò ôàêòà, ÷å çà âñÿêî

τα óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèòà: îáåäèíåíèÿ íà îòâîðåíè ìíîæåñòâà è ñå÷åíèÿ íà êðàåí áðîé
îòâîðåíè ìíîæåñòâà å îòâîðåíî ìíîæåñòâî, òî ñëåäâà, ÷å òîâà ñå óäîâëåòâîðÿâà è îò τ . �

Ñëåäñòâèå 7.1 Íåêà B å ïðîèçâîëíà ñúâêóïíîñò îò ïîäìíîæåñòâà íà X. Ñúùåñòâóâà
ìèíèìàëíà òîïîëîãèÿ â X, êîÿòî ñúäúðæà B.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâî ùå îòáåëåæèì, ÷å ñúùåñòâóâà òîïîëîãèÿ, êîÿòî ñúäúðæà âñè÷êè
ìíîæåñòâà îò B. Íàèñòèíà òîïîëîãèÿòà â êîÿòî âñè÷êè ìíîæåñòâà ñà îòâîðåíè ñúäúðæà
B. Íåêà ïîëîæèì τ äà áúäå ñå÷åíèåòî íà âñè÷êè òîïîëîãèè, êîèòî ñúäúðæàò B. Ñïîðåä
Òåîðåìà 7.1 ñëåäâà, ÷å B ⊆ τ è òÿ å ìèíèìàëíàòà òîïîëîãèÿ, êîÿòî ñúäúðæà B. �

Òàçè ìèíèìàëíà òîïîëîãèÿ τ(B) ñå íàðè÷à, òîïîëîãèÿ ïîðîäåíà îò ñèñòåìàòà B.
Íåêà (T, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ T . Àêî ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâàòà A

⋂
G,

çà âñÿêî G ∈ τ ùå ïîëó÷èì òîïîëîãèÿ â A. Òàêà âñÿêî ïîäìíîæåñòâî íà òîïîëîãè÷íî ïðîñ-
òðàíñòâî ìîæå äà ñå ïðåâúðíå â òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî. ßñíî å ÷å ìîæå äâå ðàçëè÷íè
òîïîëîãèè â T äà èíäóöèðàò åäíà è ñúùà òîïîëîãèÿ â A.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Îïèøåòå âñè÷êè âúçìîæíè òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâà ñúñòîÿùè ñå îò:
1) òðè òî÷êè;
2) ÷åòåðè òî÷êè;
3) ïåò òî÷êè.
Çàäà÷à 2. Äîêàæåòå, ÷å îáåäèíåíèåòî íà äâå òîïîëîãèè ìîæå äà íå áúäå òîïîëîãèÿ.
Çàäà÷à 3. Íåêà B å ñúâêóïíîñòòà îò ìíîæåñòâà:
à) B = {(a, b); a, b ∈ R};
á) B = {[a, b]; a, b ∈ R};
â) B = {[a, b); a, b ∈ R};
ã) B = {(a, b]; a, b ∈ R};
ä) B = {(a,+∞); a ∈ R};
å) B = {[a,+∞); a ∈ R};
æ) B = {(−∞, a); a ∈ R};
ç) B = {(a, b); a, b ∈ R, a, b > 0};
è) B = {[n,m];n,m ∈ Z}.

Ïîñòðîéòå ìèíèìàëíàòà òîïîëîãèÿ, êîÿòî ñúäúðæà ìíîæåñòâàòà B.
Çàäà÷à 4. Íàìåðåòå ñå÷åíèåòî íà òîïîëîãèèòå îò Çàäà÷à 3:
â) è ã);
ä) è æ).
Çàäà÷à 5. Çà ìíîæåñòâàòà A = {0}, B = (0, 1)∪{2} íàìåðåòå òåõíèòå âúòðåøíè, âúíøíè,
ãðàíè÷íè, íà äîêîñâàíå è èçîëèðàíè òî÷êè ñïðÿìî òîïîëîãè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà îò Çàäà÷à
3.
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7.2 Áàçà â òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî

Êàêòî âèäÿõìå äî ìîìåíòà çà äà îïèøåì åäíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî íè ñå íàëîæè äà
îïèøåì âñè÷ê íåãîâè îòâîðåíè ìíîæåñòâà. Àêî ñå âúðíåì êúì íîðìèðàíèåò ïðîñòðàíñòâà
ùå ñè ñïîìíèì, ÷å íå áåøå íåîáõîäèìî äà çíàåì âñè÷êè îòâîðåí ìíîæåñòâà, äîñòàòú÷íè íè
áÿõà ñàìî îòâîðåíèòå êúëáà. Ïî ñúùèÿ íà÷èí áè áèëî óäîáíî, àêî ìîæåì äà çàäàâàìå íå
öÿëîòî ìíîæåñòâî τ , à ñàìî ÷àñò îò íåãî, êîÿòî ÷àñò äà íè áúäå äîñòàòú÷íà çà äà ïîëó÷èì
âñÿêî åäíî îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 7.7 Ñúâêóïíîñòòà G îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà ñå íàðè÷à áàçà â òîïîëî-
ãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ), àêî âñÿêî ìíîæåñòâî G ∈ τ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî
îáåäèíåíèå, êðàéíî èëè áåçêðàéíî, íà åëåìåíòè îò G.

Ïðèìåð 7.5 G = {(a, b) : a, b ∈ R} è G = {(a, b) : a, b ∈ Q} ñà áàçà â R. Ñúùî òàêà
G = {Bx(a) : x ∈ X, a ∈ R} å áàçà çà ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî X.

Òåîðåìà 7.2 Ñúâêóïíîñòòà îò ìíîæåñòâà G å áàçà çà íÿêîé òîïîëîãèÿ â T , òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:
1) çà âñÿêî x ∈ X ñúùåñòâóâà G ∈ G, òàêà ÷å x ∈ G;
2) àêî x ∈ G1

⋂
G2, G1, G2 ∈ G, òî ñúùåñòâóâà G3 ∈ G, òàêà ÷å x ∈ G3 ⊂ G1

⋂
G2.

Äîêàçàòåëñòâî: (⇒) Íåêà G å áàçà â (T, τ). Òîãàâà óñëîâèå 1) îçíà÷àâà, ÷å öÿëîòî ïðîñò-
ðàíñòâî T òðÿáâà äà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà ìíîæåñòâà îò G, à óñëîâèå
2) îçíà÷àâà, ÷å ìíîæåñòâîòî G1

⋂
G2, êàòî îòâîðåíî ìíîæåñòâî òðÿáâà äà ìåæå äà ñå

ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà ìíîæåñòâà îò x ∈ G1

⋂
G2.

(⇐) Íåêà T å ìíîæåñòâî è G ñå ñúâêóïíîñò îò ìíîæåñòâà, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óñ-
ëîâèÿ 1) è 2). Íåêà îçíà÷èì ñ τ(G) ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ìíîæåñòâà, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò
êàòî îáåäèíåíèÿ íà ìíîæåñòâà îò G.

Î÷åâèäíî, ÷å öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî è ïðàçíîòî ìíîæåñòâî ùå ïðèíàäëåæàò íà τ(G)
Ùå ïîêàæåì, ÷å ñå÷åíèåòî íà ïðîèçâîëíè äâå ìíîæåñòâà îò τ(G) ñúùî ïðèíàäëåæè íà

τ(G). ÍåêàA =
⋃
α

Gα èB =
⋃
β

Gβ. ÒîãàâàA
⋂

B =

(⋃
α

Gα

)⋂(⋃
β

Gβ

)
=
⋃
α,β

(
Gα

⋂
Gβ

)
è ñïîðåä óñëîèå 2) Gα

⋂
Gβ ∈ τ(G) è ñëåäîâàòåëíî A

⋂
B ∈ G. �

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å Òåîðåìà 7.2 äàâà óñëîâèå, êàãî åäíà ñúâêóïíîñò îò ìíîæåñòâà å
áàçà çà íÿêîÿ òîïîëîãèÿ. Èíòåðåñåí å âúïðîñà, àêî å äàäåíà òîïîëîãèÿ τ , êàêâè óñëîâèÿ
òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâà åäíà ñúâêóïíîñò îò ìíîæåñòâà, çà äà ìîæå òÿ äà áúäå áàçà, òî÷íî
çà òîïîëîãèÿòà τ .

Òåîðåìà 7.3 Ñúâêóïíîñòòà îò ìíîæåñòâà G å áàçà çà òîïîëîãèÿòà τ â T , òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî òâîðåíî ìíîæåñòâî G ∈ τ è âñÿêà òî÷êà x ∈ G ñúùåñòâóâà
Gx ∈ G òàêà ÷å x ∈ Gx ⊂ G.
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Äîêàçàòåëñòâî: (⇒) Íåêà G óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî îò òåîðåìàòà. Òîãàâà âñÿêî G ìîæå
äà ñå ïðåäñòàâè êàòî îáåäèíåíèå íà Gx ïî âñè÷êè x ∈ G.

(⇐) Àêî G å áàçà çà τ , òîãàâà âñÿêî G ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà íà îáåäèíåíèå
íà ìíîæåñòâà îò G è ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî x ∈ G ñúùåñòâóâà x ∈ Gx ⊂ G. �

Ëåñíî ìîæå äà ñå ñúîáðàçè, ÷å âúâ âñÿêî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (Xρ) ñúâêóïíîñòòà
îò âñè÷êè êúëáà {Bx(r) : x ∈ X, r ∈ [0,+∞) îáðàçóâàò áàçà. Ñúùî òàêà {Bx(r) : x ∈ X, r ∈
[0,+∞), r ∈ Q îáðàçóâàò áàçà.

Îïðåäåëåíèå 7.8 Òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî (X, τ) â êîåòî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà áàçà,
êîÿòî ñå ñúñòîè îò èçáðîèì áðîé ìíîæåñòâà ñå íàðè÷à ïðîñòðàíñòâà óäîâëåòâîðÿâàùî
âòîðàòà àêñèîìà çà èçáðîèìîñò èëè òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ èçáðîèìà áàçà.

Òâúðäåíèå 7.3 Àêî òîïîëîãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ) óäîâëåòâîðÿâà âòîðàòà àêñè-
îìà çà èçáðîèìîñò, òîãàâà â (T, τ) ñúùåñòâóâà èçáðîèìî íàâñÿêúäå ãúñòî ìíîæåñòâî,
ò.å ìíîæåñòâî íà êîåòî çàòâàðÿíåòî ñúâïàäà ñ T . Òàêèâà ïðîñòðàíñòâà íàðè÷àìå ñå-
ïàðàáåëíè.

Íåêà {Gn}∞n=1 å èçáðîèìà áàçà. íåêà äà èçáåðåì ïî åäèí åëåìåíò xn îò âìñÿêî îò ìíîæåñ-
òâàòà. Ìíîæåñòâîòî {xn}∞n=1 å èçáðîèìî è íàâñÿêúäå ãúñòî. Íàèñòèíà àêî äîïóñíåì, ÷å
íå å íàâñÿêúäå ãúñòî, òîãàâà G = T\{xn}∞n=1 å îòâîðåíî è íå ñúäúðæà íèòî åäíà òî÷êà
îò {xn}∞n=1. Ïîñëåäíîòî å ïðîòèâîðå÷èå, çàùîòî G òðÿáâà äà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî
îáåäèíåíèå íà ìíîæåñòâà îò {Gn}∞n=1. �

Òåîðåìà 7.4 Ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) å ñåïàðàáåëíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî èìà èçáðîèìà áàçà.

Âñè÷êè ñåïàðàáåëíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà ìîãàò äà ñëóæàò çà ïðèìåðè íà ïðîñ-
òðàíñòâà ñ âòîðàòà àêñèîìà çà èçáðîèìîñò. Ïðîñòðàíñòâîòî `∞ å íåñåïàðàáåëíî è ñëå-
äîâàòåëíî â íåãî íå ñúùåñòâóâà èçáðîèìà ñúâêóïíîñò îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà êîèòî äà
ïîðàæäàò òîïîëîãèàòà ïîðîäåíà îò ìåòðèêàòà ρ∞.

Îïðåäåëåíèå 7.9 Êàçâàìå, ÷å ñúâêóïíîñòà {Gγ}γ∈Γ å îòâîðåíî ïîêðèòèå çà T , àêî

âñè÷êè Gγ ñà îòâîðåíè ìîíîæåñòâà è T =
⋃
γ∈Γ

Gγ. Àêî ñúùåñòâóâà èçáðîèìî ïîäìíî-

æåñâî {Gγi}∞i=1 íà {Gγ}γ∈Γ, êîåòî ñúùî å ïîêðèòèå çà T , òîãàâà ïîäìíîæåñâî {Gγi}∞i=1

íàðè÷àìå ïîäïîêðèòèå íà {Gγ}γ∈Γ.

Òåîðåìà 7.5 Íåêà (T, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ èçáðîèìà áàçà, òî îò âñÿêî
íåãîâî îòâîðåíî ïîêðèòèå ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî èëè èçáðîèìî ïîäïîêðèòèå.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà {Uγ}γ∈Γ å îòâîðåíî ïîêðèòèå çà T è G å èçáðîèìà áàçà çà τ . Çà âñÿêî
x ∈ T ñúùåñòâóâà Gx ∈ G, òàêà ÷å x ∈ Gn(x) ⊂ Uγ. Òîãàâà {Gn(x)}x∈T å îòâîðåíî ïîêðèòèå
çà T è ñëåäîâàòåëíî àêî çà âñÿêî Gn(x) èçáåðåì ïî åäíî îò ìíîæåñòâàòà Gn(x) ⊂ Uγ ùå
ïîëó÷èì èçáðîèìî èëè êðàéíî ïîäïgîêðèòèå. �
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Îïðåäåëåíèå 7.10 Íåêà (X, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Ñúâêóïíîñòòà îò ìíî-
æåñòâà U íàðè÷àìå îïðåäåëÿùà ñèñòåìà îò îêîëíîñòè çà òî÷êàòà x ∈ X, àêî çà âñÿêî
îòâîðåíî ìíîæåñòâî A ñúäúðæàùî x ñúùåñòâóâà U ∈ U , òàêîâà ÷å x ∈ U ⊂ A.

Àêî òîïîëîãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî èìà èçáðîèìà îïðåäåëÿùà ñèñòåìà îò îêîëíîñòè çà
òî÷êàòà x, òî êàçâàìå, ÷å â òî÷êàòà x ñå óäîâëåòâîðÿâà ïúðâàòà àêñèîìà çà èçáðîèìîñò.
Àêî âúâ âñÿêà òî÷êà îò ïðîñòðàíñòâîòî ñå óäîâëåòâîðÿâà ïúðâàòà àêñèîìà çà èçáðîèìîñò,
êàçâàìå ÷å òîïîëîãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî å ñ ïúðâàòà àêñèîìà çà èçáðîèìîñò.

Âúïðåêè, ÷å ìíîãî îò îñíâíèòå ïîíÿòèÿ ñâúðçàíè ñ ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà ñå ïðå-
íàñÿò âúðõó òîïîëîãè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà âúçíèêâàò ñèòóàöèè, êîèòî ñúùåñòâåíî ñå ðàç-
ëè÷àâàò îò ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð êðàåí áðîé òî÷êè â òîïîëîãè÷íî ïðîñò-
ðàíñòâî ìîæå äà íå áúäå çàòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Âñÿêî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿâà ïúðâàòà àêñèîìà çà èçáðîèìîñò.

7.3 Àêñèîìè çà îòäåëèìîñò â òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Ñðåä òîïîëîãè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà ìîæå äà ñå îòäåëÿò, òàêèâà, êîèòî äà ñà ïî�áëèçêè ïî
ñâîéñòâà ñ ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà. Òàêúâ òèï óñëîâèÿ ñà íàïðèìåð ïúðâàòà è âòîðàòà
àêñèîìà çà èçáðîèìîñò.

Îïðåäåëåíèå 7.11 Êàçâàìå, ÷å òîïîëîãè÷íàòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ) óäîâëåòâîðÿâà ïúð-
âàòà àêñèîìà çà îòäåëèìîñò, àêî çà âñåêè äâå òî÷êè x, y ∈ T ñúùåñòâóâàò òåõíè îêîë-
íîñòè Ox, Oy, òàêèâà ÷å y 6∈ OX è x 6∈ Oy (Ôèãóðà 38).

Òîïîëîãè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò ïúðâàòà àêñèîìà çà îòäåëèìîñò
ñå íàðè÷àò T1�ïðîñòðàíñòâà.

Ôèãóðà 38:

Ïðèìåð çà òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî, êîåòî íå óäîâëåòâîðÿâà ïúðâàòà àêñèîìà çà
îòäåëèìîñò å ñâúðçàíîòî äâîåòî÷èå.
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Òâúðäåíèå 7.4 Àêî (T, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ ïúðâàòà àêñèîìà çà îòäåëè-
ìîñò, òîãàâà âñÿêà òî÷êà x ∈ T å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà x 6= y. Ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè Oy, êîÿòî íå ñúäúðæà x è ñëåäîâà-
òåëíî y 6∈ {x}. Ñëåäîâàòåëíî x = {x}. �

Îò Òâúðäåíèå 7.4 ïîëó÷àâàìå, ÷å â òîïîëîãè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà ñ ïúðâàòà àêñèîìà
çà îòäåëèìîñò âñÿêî êðàéíî ìíîæåñòâî å çàòâîðåíî.

Òâúðäåíèå 7.5 Òî÷êàòà x ∈ M å ãðàíè÷íà òî÷êà çà ìíîæåñòâîòî M â òîïîëîãè÷íî-
òî ïðîñòðàíñòâî T ñ ïúðâàòà àêñèîìà çà îòäåëèìîñò, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
ïðîèçâîëíà îêîëíîñò Ox ñúäúðæà áåçáðîé ìíîãî òî÷êè îò M .

Îïðåäåëåíèå 7.12 (âòîðà èëè õàóñäîðôîâà àêñèîìà çà îòäåëèìîñò) Êàçâàìå, ÷å òîïî-
ëîãè÷íàòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ) óäîâëåòâîðÿâà âòîðàòà àêñèîìà çà îòäåëèìîñò, àêî çà
âñåêè äâå òî÷êè x, y ∈ T ñúùåñòâóâàò òåõíè îêîëíîñòè Ox, Oy, òàêèâà ÷å Ox

⋂
Oy = ∅

(Ôèãóðà 39).

Ôèãóðà 39:

Òîïîëîãè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò âòîðàòà àêñèîìà çà îòäåëèìîñò
ñå íàðè÷àò T2�ïðîñòðàíñòâà èëè õàóñäîðôîâè ïðîñòðàíñòâà.

Âñè÷êè õàóñäîðôîâè ïðîñòðàíñòâà ñà T1�ïðîñòðàíñòâà. Îáðàòíîòî íå å âÿðíî. Íåêà
ðàçãëåäàìå [0, 1], êúäåòî îòâîðåíè ìíîæåñòâà äà áúäàò: ïðàçíîòî ìíîæåñòâî, öÿëîòî ïðîñ-
òðàíñòâî è ìíîæåñòâàòà êîèòî ñå ïîëó÷àâàò ÷ðåç ïðåìàõâàíåòî íà íåïîâå÷å îò êðàåí áðîé
òî÷êè îò [0, 1].

Îïðåäåëåíèå 7.13 Îêîëíîñò íà ìíîæåñòâî A íàðè÷àìå âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñòâî
U , êîåòî ñúäúðæà A.

Îïðåäåëåíèå 7.14 (òðåòà àêñèîìà çà îòäåëèìîñò) Êàçâàìå, ÷å òîïîëîãè÷íàòî ïðîñ-
òðàíñòâî (T, τ) óäîâëåòâîðÿâà òðåòàòà àêñèîìà çà îòäåëèìîñò, àêî çà âñÿêà òî÷êà
x ∈ T è âñÿêî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî A, êîåòî íå ñúäúðæà x ñúùåñòâóâàò òåõíè îêîë-
íîñòè Ox, OA, òàêèâà ÷å Ox

⋂
OA = ∅ (Ôèãóðà 40).
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Ôèãóðà 40:

Òðåòàòà àêñèîìà çà îòäåëèìîñò ìîæå äà ñå èçêàæå åêâèâàëåíòíî: Âñÿêà îêîëíîñò Ox

íà ïðîèçâîëàíà òî÷êà x ñúäúðæà îêîëíîñò Ux, òàêà, ÷å Ux ⊂ Ox.
Êàêòî îòáåëÿçîõìå, â ïðîèçâîëíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî, ìîæå äà ñå îêàæå, ÷å

òî÷êàòà íå å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî. Çàòîâà èíòåðåñ ïðîäñòàâëÿâàò ïðîñòðàíñòâàòà, êîèòî
óäîâëåòâîðÿâàò åäíîâðåìåíî àêñèîìè T1 è T3.

Îïðåäåëåíèå 7.15 (ðåãóëÿðíî ïðîñòðàíñòâî) Êàçâàìå, ÷å òîïîëîãè÷íàòî ïðîñòðàíñ-
òâî (X, τ) å ðåãóëÿðíî ïðîñòðàíñòâî, àêî óäîâëåòâîðÿâà åäíîâðåìåíî àêñèîìè T1 è T3.

Âñÿêî ðåãóëÿðíî ïðîñòðàíñòâî å õàóñäîðôîâî. Îáðàòíîòî íå å âÿðíî.

Îïðåäåëåíèå 7.16 (àêñèîìà çà íîðìàëíîñò) Êàçâàìå, ÷å òîïîëîãè÷íàòî ïðîñòðàíñòâî
(X, τ) å íîðìàëíî, àêî òî å T1�ïðîñòðàíñòâî è âñåêè äâå, íåïðåñè÷àùè ñå çàòâîðåíè
ìíîæåñòâà A,B èìàò íåïðåñè÷àùè ñå îêîëíîñò (Ôèãóðà 41).

Ôèãóðà 41:
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Ôåëèêñ Õàóñäîðô (Felix Hausdor� 1868�1942) å ãåðìàíñêè ìàòåìàòèê, êîéòî ñå ñ÷èòà

çà åäèí îò ñúçäàòåëèòå íà ìîäåðíàòà òîïîëîãèÿ. Òîé èìà ñúùåñòâåíè ïðèíîñè òåîðèÿ

íà ìíîæåñòâàòà, òåîðèÿ íà ìÿðêàòà, òåîðèÿ íà ôóíêöèèòå è ôóíêöèîíàëíèÿ àíàëèç.

Õàóñäîðô çàâúðøâà óíèâåðñèòåòà â Ëàéïöèã è ïðåç 1891 çàùè-

òàâà äîêòîðñêà äèñåðòàöèÿ. Òîé ïðåïîäàâà â óíèâåðñèòåòà â

Ëàéïöèã äî 1913 ãîäèíà, êîãàòî ñòàâà ïðîôåñîð â óíèâåðñèòå-

òà â Ãðåñÿâàëä. Êîãàòà Íàöèñòèòå èäâàò íà âëàñò è çàïî÷âàò

ïðåñëåäâàíå íà åâðåèòå, Õàóñäîðô ñè ìèñëè, ÷å ùå áúäå ïîùàäåí,

êàòî èçâåñòåí ìàòåìàòèê, íî íåãîâàòà àáñòðàêòíà ìàòåìà-

òèêà íå å áèëà íóæíà íà íàöèñòèòå è òîé å óâîëíåí ïðåç 1935.

Õàóñäîðô ïðîäúëæàâà äà ñå çàíèìàâà ñ íàóêà è äà ïóáëèêóâà â

ïîëñêîòî ñïèñàíèå ½Fundamenta Mathematicae�. Ñëåä �Êðèñòàëíà-

òà íîù� Õàóñäîðô ðàçáèðà, ÷å æèâîòà ìó å â îïàñíîñò è ïðàâè

îïèò äà çàìèíå çà ÑÀÙ, íî íå óñïÿâà. Êîãàòî ïðåç 1942 ãîäèíà,

Õàóñäîðô ðàçáèðà, ÷å ùå áúäå èçïðàòåí â êîíöåíòðàöèîíåí ëàãåð

ñå ñàìîóáèâà çàåäíî ñúñ ñúïðóãàòà ñè.

Õàóñäîðô å ïúðâèÿò, êîéòî èçêàçâà îáîáùåíèåòî íà êîíòèíóóì õèïîòåçàòà íà Êàíòîð. Õàóñ-

äîðô ïðúâ ðàçãëåæäà òîïîëîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà, êîèòî äà óäîâëåòâîðÿâàò âòîðàòà àêñèîìà

çà îòäåëèìîñ, êîèòî íîñÿò íåãîâîòî èìå. Õàóñäîðô èçïîëçâà Õàóñäîðôîâèÿ ïðèíöèï çà ìàêñè-

ìóìà è å ïúðâèÿò, êîéòî èçïîëçâà ïðèíöèï çà ìàêñèìóìà â àëãåáðàòà. ×ðåç àêñèîìàòà çà

èçáîðà ïðàâè ïàðàäîêñàáíî ðàçáèâàíå íà äâóìåðíàòà ñôåðà íà ìíîæåñòâà A,B,C,Q. Òîé ïðúâ

äåôèíèðà ïîíÿòèåòî Õàóñäîðôîâà ìÿðêà, êîåòî ñå îêàçâà ìíîãî ïîëåçíî â òåîðèÿòà íà ôðàêòà-

ëèòå. Ñúùî òàêà Õàóñäîðô ïúáëèêóâà è íÿêîëêî ôèëîñîâñêè êíèãè ïîä ïñåâäîíèìà Paul Mongre.

Ïðèìåð 7.6 Âñÿêî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (Xρ) å íîðìîëíî ïðîñòðàíñòâî.

Íàèñòèíà, íåêà A,B ñà çàòâîðåíè è íåïðåñè÷àùè ñå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷íîòî ïðîñò-
ðàíñòâî (X, ρ). Çà âñÿêî x ∈ A ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà Ox íà x, êîÿòî íÿìà îáùè òî÷êè ñ
B. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà rx > 0, òàêîâà, ÷å dist(x,B) = rx. Àíàëîãè÷íî çà âñÿêî y ∈ B
ñúùåñòâóâà ry. Î÷åâèäíî, ÷å ìíîæåñòâàòà

U =
⋃
x∈A

Bx

(rx
2

)
, V =

⋃
y∈B

By

(ry
2

)
ñà îêîëíîñòè çà A è B ñúîòâåòíî. Àêî äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà z ∈ U

⋂
V , òîãàâà ñúùåñ-

òâóâàò x0 ∈ A è y0 ∈ B, òàêà ÷å z ∈ Bx0(rx0) è z ∈ By0(ry0). Òîãàâà

ρ(x0, y0) ≤ ρ(x0, z) + ρ(z, y0) ≤ rx0
2

+
ry0
2
≤ max{rx0 , ry0},

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. �
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8 Íåïðåêúñíàòîñò

Ïîâå÷åòî ôóíêöèè íå å ëåñíî äà áúäàò íà÷åðòàíè. Òåçè êîèòî íàé-ëåñíî ìîãàò äà áúäàò
èçîáðàçåíè ñà ôóíêöèèòå äåôèíèðàíè âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà ñúñ ñòîéíîñòè ðåàëíè ÷èñëà.
Íÿêîè îò ãðàôèêèòå ñå îòëè÷àâàò ñúñ ñâîÿòà íåïðåêúñíàòà ïðèðîäà, ò.å. äà áúäàò íà÷åð-
òàíè áåç äà ñå âäèãà ìîëèâà, äîêàòî ñå èç÷åðòàâà. Òåçè ãðàôèêè ñå îòëè÷àâàò ñ òîâà, ÷å
÷å ñå ñúñòîÿò îò åäíà ÷àñò. Ìàòåìàòèöèòå ñà óñïÿëè äà îòðàçÿò òàçè íåïðåêúñíàòà ñòðóê-
òîðà ÷ðåç ïîíÿòèåòî íåïðåêúñíàòîñò. Èäåÿòà çà íåïðåêúñíàòîñò ñå áàçèðà íà óñåùàíåòî,
÷å ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà â òî÷êè, êîèòî ñà áëèçî äî äàäåíà òî÷êà íå òðÿáâà äà ñå
ðàçëè÷àâàò ìíîãî.

8.1 Íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ â ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 8.1 Íåêà (X, ρX) è (Y, ρY ) ñà äâå ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà è f : X → Y .
Êàçâàìå, ÷å f å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 ∈ X, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0,
òàêà ÷å çà âñÿêî x ∈ X, çà êîåòî ρX(x, x0) < δ å â ñèëà

ρY (f(x), f(x0)) < ε.

Àêî X ≡ Y ≡ R ñå ïîëó÷àâà êëàñè÷åñêàòà äåôèíèöèÿ çà íåïðåêúñíàòîñò â R.
Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå èçêàçâà Îïðåäåëåíèå 8.1 â òåðìèíèòå íà îòâîðåíè êúëáà.

Òâúðäåíèå 8.1 Íåêà (X, ρX) è (Y, ρY ) ñà äâå ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà è f : X → Y è
x0 ∈ X. Òîãàâà f å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå â òî÷êàòà x0 ∈ X, àêî çà âñÿêî ε > 0
ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å

f(Bx0(δ)) ⊂ Bf(x0)(ε).

Òåîðåìà 8.1 Íåêà (X, ρX) è (Y, ρY ) ñà äâå ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà è f : X → Y . Ôóí-
êöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 ∈ X, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêà
ðåäèöà {xn}∞n=1, çà êîÿòî limn→∞ xn = x0 å â ñèëà limn→∞ f(xn) = f(x0).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà f å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 ∈ X è limn→∞ xn = x0. Ùå ïîêàæåì,
÷å limn→∞ f(xn) = f(x0). Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Îò Îïðåäåëåíèå 8.1, ñëåäâà ÷å ñúùåñò-
âóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x ∈ X

(31) îò ρX(x, x0) < δ ñëåäâà ρY (f(x), f(x0)) < ε.

Îò limn→∞ xn = x0, ñëåäâà ÷å ñúùåñòâóâà n0 ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ n0 å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî

(32) ρX(xn, x0) < δ.

Îò (31) è (32) ïîëó÷àâàìå ρY (f(xn), f(x0)) < ε çà âñÿêî n ≥ k ò.å. limn→∞ f(xn) = f(x0).
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Îáðàòíî, äà äîïóñíåì, ÷å çà âñÿêà ðåäèöà {xn}∞n=1, çà êîÿòî lim
n→∞

xn = x0 ñëåäâà

lim
n→∞

f(xn) = f(x0), íî f íå å íåïðåêúñíàòà â x0 ∈ X. Îò äîïóñêàíåòî, ÷å f íå å íåïðåêúñíàòà

â òî÷êàòà x0 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà òàêîâà ε > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâà, x ∈ X
óäâëåòâîðÿâàùî ρX(x, x0) < δ è ρY (f(x), f(x0)) > ε. Íåêà δ = 1/n è äà èçáåðåì ðåäèöà
{xn}∞n=1, òàêà ÷å ρX(xn, x0) < 1/n è ρY (f(xn), f(x0)) > ε. Ñëåäîâàòåëíî limn→∞ xn = x0, íî
{f(xn)}∞n=1 íå å ñõîäÿùà êúì f(x0), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå. �

Îïðåäåëåíèå 8.2 Íåêà (X, ρX) è (Y, ρY ) ñà äâå ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà è f : X → Y .
Êàçâàìå, ÷å f å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå, àêî f å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå âúâ âñÿêà
òî÷êà x ∈ X.

Òåîðåìà 8.2 Íåêà (X, ρX) è (Y, ρY ) ñà äâå ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà è f : X → Y . Òîãàâà
à) f å íåïðåêúñíàòî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñòâî U ⊂ Y
ìíîæåñòâîòî f−1(U) ⊂ X å îòâîðåíî,
á) f å íåïðåêúñíàòî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî U ⊂ Y
ìíîæåñòâîòî f−1(U) ⊂ X å çàòâîðåíî.

Äîêàçàòåëñòâî:

Äà ïðèïîìíèì îïðåäåëåíèÿòà íà ìíîæåñòâàòà f(U), f−1(U):

f(U) = {y ∈ Y : ñúùåñòâóâà x ∈ U ⊂ X, òàêà ÷å y = f(x)};

f−1(U) = {x ∈ X : f(x) ∈ U}.
à) Íåêà f å íåïðåêúñíàòà è U å îòâîðåíî â Y . Àêî x ∈ f−1(U), òî f(x) ∈ U . Òúé êàòî

U å îòâîðåíî â Y è f(x) ∈ U , òî ñúùåñòâóâà ε > 0, òàêà ÷å Bf(x)(ε) ⊂ U . Ñëåäîâàòåëíî
ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å f(Bx(δ)) ⊂ Bf(x)(ε). Òàêà ïîëó÷àâàìå âåðèãàòà îò âêëþ÷âàíèÿ

Bx(δ) ⊂ f−1(f(Bx(δ))) ⊂ f−1(Bf(x)(ε)) ⊂ f−1(U),

êîåòî ïîêàçâà, ÷å f−1(U) å îòâîðåíî â X.
Îáðàòíî, íåêà f−1(U) å îòâîðåíî çà âñÿêî îòâîðåíî ìíîæåñòâî U ⊂ Y . Íåêà x ∈

X è ε > 0. Êúëáîòî Bf(x)(ε) å îòâîðåíî ìíîæåñòâî â Y , ñëåäîâîòåëíî f−1(Bf(x)(ε)) å
îòâîðåíî ìíîæåñòâî â X. Îò x ∈ f−1(Bf(x)(ε)) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å
Bx(δ) ⊂ f−1(Bf(x)(ε)), ò.å. f(Bx(δ)) ⊂ Bf(x)(ε) è f å íåïðåêúñíàòà â x ∈ X.

á) Îò f−1(Y \U) = X\f−1(U) ñëåäâà, ÷å àêî U å îòâîðåíî, òî V = Y \U å çàòâîðåíî
è ñëåäîâàòåëíî f−1(V ) = f−1(Y \U) = X\f−1(U) å çàòâîðåíî è ñëåäîâàòåëíî f−1(U) å
îòâîðåíî.

Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà è â îáàòíàòà ïîñîêà, ÷å àêî ïðàîáðàçà íà âñÿêî îòâîðåíî ìíî-
æåñòâî å îòâîðåíî ìíîæåñòâî, òî è ïðàîáðàçà íà âñÿêî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî å çàòâîðåíî
ìíîæåñòâî. �

Ïðèìåð 8.1 Íåêà å äàäåíî èçîáðàæåíèåòî F : C[0,1] → R, äåôèíèðàíî ÷ðåç F (y) = y(1).
Äîêàæåòå, ÷å F å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå.
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà y ∈ C[0,1] å ïðîèçâîëíî èçáðàíî è íåêà ðåäèöàòà {yn}∞n=1 å ñõîäÿùà
êúì y. Òîãàâà F (yn) = yn(1) è

lim
n→∞

ρC[0,1]
(yn, y) = lim

n→∞
max
0≤x≤1

|yn(x)− y(x)| = 0.

Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà îò îáðàçè {F (yn)}∞n=1. Îò íåðàâåíñòâîòî

ρR(F (yn), F (y)) = |F (yn)− F (y)| = |yn(1)− y(1)| ≤ max
0≤x≤1

|yn(x)− y(x)| = ρC[0,1]
(yn, y)

ñëåäâà, ÷å limn→∞ ρR(yn, y) = 0 âèíàãè, êîãàòî limn→∞ ρC[0,1]
(yn, y) = 0 è ñëåäîâàòåëíî

èçîáðàæåíèåòî F å íåïðàêúñíàòî. �

Ïðèìåð 8.2 Íåêà X å ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî C[0,1] ñ ìåòðèêà

ρX(x, y) =

∫ 1

0

|x(t)− y(t)|dt

è íåêà èçîáðàæåíèåòî F : X → R å äåôèíèðàíî ÷ðåç F (y) = y(1). Äîêàæåòå, ÷å F íå å
íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà y0(t) ≡ 0 è ðåäèöàòà îò ôóíêöèè yn(t) = tn.
Îò

lim
n→∞

ρX(yn, y0) = lim
n→∞

∫ 1

0

tndt = lim
n→∞

1

n+ 1
= 0

ñëåäâà, ÷å yn → y. Îò äðóãà ñòðàíà

ρR(F (yn), F (y0)) = |yn(1)| = 1,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ðåäèöàòà {F (yn)}∞n=1 íå å ñõîäÿùà êúì F (y0) è ñëåäîâàòåëíî F íå å
íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå. �

Ïðèìåð 8.3 Íåêà èçîáðàæåíèåòî F : C
(1)
[0,1] → C[0,1] å äåôèíèðàíî ÷ðåç

F (y) =

∫ t

0

|y′(t)dt,

êúäåòî ïðîñòðàíñòâîòî C
(1)
[0,1] ñå ðàçãëåæäà, êàòî ïîäïðîñòðàíñòâî íà C[0,1] Äîêàæåòå,

÷å F íå å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà y0(t) ≡ 0 è ðåäèöàòà îò ôóíêöèè yn(t) =
sin(2πnx)

n
. Îò

lim
n→∞

ρ
C

(1)
[0,1]

(yn, y0) = lim
n→∞

max
0≤t≤1

sin(2πnx)

n
= lim

n→∞

1

n
= 0
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Ôèãóðà 42: F (yn) = | cos(4πnx)|

ñëåäâà, ÷å yn → y. Îò äðóãà ñòðàíà (Ôèãóðà 42)

ρ(F (yn), F (y0)) = 2π max
0≤t≤1

∫ t

0

| cos(2πnx)|dx = 8πn

∫ 1
4n

0

cos(2πnx)dx = 2,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ðåäèöàòà {F (yn)}∞n=1 íå å ñõîäÿùà êúì F (y0) è ñëåäîâàòåëíî F íå å
íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå. �

Òåîðåìà 8.3 Íåêà (X, ρX), (Y, ρY ) è (Z, ρZ) ñà òðè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà è f : X → Y
è g : Y → Z ñà íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ. Òîãàâà h = g(f) : X → Z å íåïðåêúñíàòî
èçîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà xn → x0. Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f â òî÷êàòà x0 ∈ X ñëåäâà, ÷å
f(xn) → f(x0). Àíàëîãè÷íî îò yn = f(xn) → f(x0) = y0 è íåïðåêúñíàòñòòà íà g â òî÷êàòà
y0 ∈ Y ñëåäâà g(yn)→ g(y0). Ñëåäîâàòåëíî g(f(xn))→ g(f(x0)). �

Òâúðäåíèå 8.2 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà
à) Çà âñÿêî y0 ∈ X ôóíêöèÿòà ρ(x, y0) : X → R çàäàâà íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå.
á) Ôóíêöèÿòà ρ : X ×X → R å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå, êúäåòî X ×X å ñíàáäåíî ñ
ìåòðèêàòà d((x1, y1), (x2, y2)) = ρ(x1, x2) + ρ(y1, y2).

Äîêàçàòåëñòâî: à) Íàèñòèíà îò íåðåâåíñòâàòà

|ρ(x, y0)− ρ(x0, y0)| ≤ ρ(x0, x)

è
|ρ(x, y)− ρ(x0, y0)| ≤ ρ(x0, x) + ρ(y0, y) = d((x0, y0), (x, y))

âåäíàãà ñåäâàò äîêàçòåëñòâàòà ñúîòâåòíî íà à) è á). �

98



Îïðåäåëåíèå 8.3 Àêî èçîáðàæåíèåòî f : X → Y äîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî

ρY (f(x), f(y)) ≤MρX(x, y)

çà íÿêîå M > 0 è çà âñåêè äâå x, y ∈ X , òî êàçâàìå, ÷å f å Ëèïøèöîâî èçîáðàæåíèå.

Âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å âñÿêî Ëèïøèöîâî èçîáðàæåíèå å íåïðåêúñíàòî.
Àêî èçîáðàæåíèåòî f : X → Y å âçàèìíî åäíîçíà÷íî, ò.å çà âñÿêî x ∈ X ñúùåñòâóâà

åäèíñòâåíî y ∈ Y , òàêà ÷å f(x) = y è çà âñÿêî y ∈ Y ñúùåñòâóâà x ∈ X, òàêà ÷å y = f(x),
òî ñúùåñòâóâà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå f−1. Àêî f è f−1 ñà íåïðåêúñíàòè åäíîâåðìåííî,
òî f ñå íàðè÷à õîìåîìîðôèçúì, à ïðîñòðàíñòâàòà X è Y ñå íàðè÷àò õîìåîìîðôíè.

Ïðèìåð 8.4 Ðåàëíàòà ïðàâà (−∞,+∞) è èíòåðâàëà (−1, 1) ñà õîìåîìîðôíè.

Â òîçè ñëó÷àé å äîñòàòú÷íî äà ðàçãëåäàìå èçîáðàæåíèåòî

f(x) =
2

π
arctg(x) : (−∞,+∞)→ (−1, 1).

Âàæåí ÷àñòåí ñëó÷àé íà õîìåîìîðôíè èçîáðàæåíèÿ ñà èçîìåòðè÷íèòå èçîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8.4 Êàçâàìå, ÷å ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíòñâà (X, ρX) è (Y, ρY ) ñà èçîìå-
òðè÷íè, àêî ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî èçáðàæåíèå f : X → Y òàêà ÷å

ρX(x, y) = ρY (f(x), f(y)).

Èçîìåòðèÿòà ìåæäó äâå ïðîñòðàíñòâà ïîêàçâà, ÷å ðàçñòîÿíèÿòà ìåæäó ñúîòâåòíèòå
åëåìåíòè â äâåòå ïðîñòðàíñòâà ñà ðàâíè, ðàçëè÷íà ìîæå äà áúäå ñàìî òÿõíàòà äåôèíè-
öèÿ. Åòî çàùî îò ãëåäíà òî÷êà íà òåîðèÿòà íà ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà èçîìåòðè÷íèòå
ïðîñòðàíñòâà ñå ñ÷èòàò åäíàêâè.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Èçñëåäâàéòå çà íåïðåêúñíàòîñò èçîáðàæåíèÿòà:

1.1) f : `2 → R, f(x) =
∞∑
k=1

xk
k
;

1.2) f : `2 → R, f(x) = xn + 2xn+1;

1.3) f : C[0,1] → R, f(x) =

∫ 1

0

x(t) sin tdt;

1.4) f : C[0,1] → R, f(x) =

∫ 1

0

t−1/3x(t5) sin tdt;

1.5) f : C[−1,1] → R, f(x) =
1

3
(x(−1) + x(1));

1.6) f : `1 → R, f(x) =
∞∑
k=1

(√
k2 + k − x

)
xk.
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1.7) f : C[0,1] → R, f(x) = max
0≤t≤1

x(t);

1.8) f : C[0,1] → R, f(x) = min
0≤t≤1

x(t);

1.9) f : C[0,1] → R, f(x) =

∫ 1

0

x(t)dt;

1.10) f : C[0,1] → R, f(x) =


0, àêî ñúùåñòâóâà t0 ∈ [0, 1], òàêà ÷å x(t0) < 0;

1, àêî ñúùåñòâóâà t0 ∈ [0, 1], òàêà ÷å x(t0) > 0 è x(t) ≥ 0;

1/2, àêî x(t) ≡ 0;

Çàäà÷à 2. Íåêà X å åäíî îò ïðîñòðàíñòâàòà C[0,1], C1([0, 1], D1
[0,1], êúäåòî ìåòðèêàòà â D

1

å ρ(x, y) = max

{
max
0≤t≤1

{|x(t)− y(t)|}, max
0≤t≤1

{|x′(t)− y′(t)|}
}
. Èçñëåäâàéòå çà íåïðåêúñíàòîñò

èçîáðàæåíèÿòà:
2.1) F (y) = y(0);
2.2) F (y) = y′(0).
Çàäà÷à 3. Äîêàæåòå, ÷å F å íåïðåêúñíàòî, êúäåòî F : D1

[0,1] → R:
2.1) F (y) =

∫ 1

0
(2h(t)y(t) + ty′(t)dt è h ∈ D1

[0,1];

2.2) F (y) =
∫ 1

0
|y′(t)|dt.

Çàäà÷à 4.Äîêàæåòå, ÷å ÷èñëîâàòà ôóíêöèÿ F (y) =
∫ 1/2

0
y(x) −

∫ 1/2

0
y(x)dx èçîáðàçÿâà-

ùà C[0,1] â R å íåïðåêúñíàòà. äîñòèãà ëè íàé�ãîëÿìàòà ñè ñòîéíîñò ôóíêöèÿòà F âúðõó
åäèíè÷íîòî êúëáî?
Çàäà÷à 5. Èçñëåäâàéòå äàëè èçîáðàæåíèåòî f å Ëèïøèöîâî:

1.1) f : C[0,1] → C[0,1], f(x)(t) = λ

∫ 1

0

t2sx(t)ds− t;

1.2) f : C[0,1] → C[0,1], f(x)(t) = λ

∫ 1

0

tmsnx(s)ds− 3t;

1.3) f : C[−1,1] → C[0,1], f(x)(t) = λ

∫ 1

0

et−sx(s)ds+ 1;

1.4) f : `1 → R, f(x)(t) = λ

∫ 1

0

cos(π(t− s))x(s)ds+ 1.

Çàäà÷à 6. Äîêàæåòå, ÷å ôóíêöèÿòà dist(x,A) å íåïðåêúñíàòà çà âñÿêî íåïðàçíî ïîäìíî-
æåñòâî A ⊂ X.
Çàäà÷à 7. Ïîêàæåòå, ÷å èçîáðàæåíèåòî f : R2 → R äåôèíèðàíî ÷ðåç

f(x, y) =

{
x, àêî y å èðàöèîíàëíî
2x, àêî y å ðàöèîíàëíî,

èçîáðàçÿâà îòâîðåíèòå ìíîæåñòâà â îòâîðåíè, íî íå å íåïðåêúñíàòî.
Çàäà÷à 8. Èçñëåäâàéòå çà íåïðåêúñíàòîñò èçîáðàæåíèÿòà:
3.1) f : R2 → R, f(x, y) =

xy

x2 + y2
, çà x2 + y0 6= 0 è f(0, 0) = 0;
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3.2) T : C[a,b] → R, Tf =
∫ b
a
f(s)ds;

3.2) T : C[a,b] → C[a, b], Tf(t) =
∫ t
a
f(s)ds;

3.3) T : C1
[a,b] → C[a, b], Tf(t) = f

′
;

3.4) T : C[0,π] → `2, Tf(t) = {ak}∞k=1, êúäåòî ðåäèöàòà {ak}∞k=1 ñà êîåôèöèåíòèòå íà Ôóðèå.
Çàäà÷à 9. Íåêà f : X → Y å èçîáðàæåíèå âúðõó, ò.å f(X) = Y è å íåïðåêúñíàòî. Äîêà-
æåòå, ÷å àêî A å íàâñÿêúäå ãúñòî â X, òî è f(A) å íàâñÿêúäå ãúñòî â Y .
Çàäà÷à 10. Íåêà A1, A2 ⊂ X ñà çàòâîðåíè ìíîæåñòâà è A1

⋂
A2 = ∅. Íåêà äåôèíèðàìå

f : X → R ÷ðåç:

f(x) =
dist(x,A1)

dist(x,A1) + dist(x,A2)
.

Äîêàæåòå, ÷å f å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå, 0 ≤ f(x) ≤ 1, f(x) = 0 ⇔ x ∈ A1, f(x) =
1⇔ x ∈ A2. Íåêà äà ïîëîæèì B1 = f−1([0, 1/2)) è B2 = f−1((1/2, 1]). Äîêàæåòå, ÷å B1, B2

ñà îòâîðåíè ìíîæåñòâà è Ai ⊂ Bi.

8.2 Ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò è ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò.

Îïðåäåëåíèå 8.5 Íåêà (X, ρX) è (Y, ρY ) ñà äâå ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà è f : X → Y .
Êàçâàìå, ÷å f å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å
ρY (f(x), f(y)) < ε çà âñåêè äâå x, y ∈ X, óäîâëåòâîðÿâÿùè ρX(x, y) < δ.

Ïðèìåð 8.5 Ôóíêöèÿòà f(x) =
x

1 + x2
îò R â R å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà.

Çà âñåêè äâå x < y îò òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà t ∈
(0, 1), òàêà ÷å

|f(x)− f(y)| = |f ′(t)||x− y| =
∣∣∣∣ 1− t2

(1 + t2)2

∣∣∣∣ |x− y| ≤ |x− y|,
çàùîòî |f ′(t)| ≤ 1. Ñëåäîâàòåëíî àêî çà ε > 0 èçáåðåì δ = ε, òîãàâà çà âñåêè x, y ∈ R,
òàêèâà ÷å |x− y| < δ å èçïúëíåíî

|f(x)− f(y)| ≤ |x− y| < δ = ε,

ò.å. f å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà.

Ïðèìåð 8.6 Ôóíêöèÿòà f(x) = x2 : R→ R íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà.

Íàèñòèíà íåêà δ > 0 è äà ïîëîæèì x = 1/δ + δ/2, y = 1/δ. Òîãàâà |x− y| = δ/2 < δ,
íî |x2 − y2| > 1.

Àêî îáà÷å ðàçãëåäàìå ñúùàòà ôóíêöèÿ äåôèíèðàíà â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [−a, a],
òîãàâà òÿ å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà. Íàèñòèíà, àêî δ < ε/2a è x, y ∈ [−a, a] ñ |x− y| < δ,
òîãàâà

|x2 − y2| = |x− y||x+ y| < 2a|x− y| < ε.
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Ùå äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà íà Êàíòîð C : [0, 1] → R èíäóêòèâíî. Íåêà F å êàí-

òîðîâîòî ìíîæåñòâî. Äåôèíèðàìå C(x) = 1/2 çà âñÿêî x ∈ [0, 1]\F1 =

[
1

3
,
2

3

]
. Íà ñëåä-

âàùàòà ñòúïêà ùå äåôèíèðàìå C âúðõó èíòåðâàëèòå [0, 1]\

(
2⋃
i=1

Fi

)
=

[
1

9
,
2

9

]⋃[
7

9
,
8

9

]
.

Íåêà C(x) = 1/4 çà âñÿêî x

[
1

9
,
2

9

]
è C(x) = 3/4 çà âñÿêî x

[
7

9
,
8

9

]
. Ïîñëå ùå äåôèíèðàìå

C âúðõó èíòåðâàëèòå [0, 1]\

(
3⋃
i=1

Fi

)
=

[
1

27
,

2

27

]⋃[
7

27
,

8

27

]⋃[
19

27
,
20

27

]⋃[
25

27
,
26

27

]
. Íåêà

C(x) = 1/8 çà âñÿêî x

[
1

27
,

2

27

]
, C(x) = 3/8 çà âñÿêî x

[
7

27
,

8

27

]
, C(x) = 5/8 çà âñÿêî

x

[
19

27
,
20

27

]
è C(x) = 7/8 çà âñÿêî x

[
25

27
,
26

27

]
. Àêî ñìå äåôèíèðàëè ôóíêöèÿòà C âúðõó

èíòåðâàëèòå [0, 1]\
n⋃
i=1

Fi, òî ðàçãëåæäàìå èíòåðâàëèòå [0, 1]\
n+1⋃
i=1

Fi, êîèòî ñà 2n íà áðîé è

ñ äúëæèíà 1
3n+1 . Íåêà C(x) =

i

2n+1
âúâ èíòåðâàë i îò [0, 1]\

n+1⋃
i=1

Fi, áðîåí îò ëÿâî íà äÿñíî.

Òàêà äåôèíèðàìå èíäóêòèâíî ôóíêöèÿòà C âúðõó ìíîæåñòâîòî [0, 1]\F .
Ïî êîíñòðóêöèÿ çà âñåêè x, y ∈ ([0, 1]\F ), òàêèâà ÷å |x−y| < 1

3n
ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî

|C(x)−C(y)| < 1

2n
. Ñïîðåä îïðåäåëåíèåòî çà ðàâíîìåðíà íåïðåêúñíàòîñò ñëåäâà, ÷å ôóíê-

öèÿòà C å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà âúðõó ìíîæåñòâîòî [0, 1]\F . Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî
íåïðåêúñíàòî ïðîäúëæåíèå íà C âúðõó [0, 1], çàùîòî ìíîæåñòâîòî [0, 1]\F å íàâñÿêúäå
ãúñòî â [0, 1].

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ôóíêöèÿòà C å ìîíîòîíî ðàçòÿùà. Íàèñòèíà çà âñÿêî 0 ≤ x <
y ≤ 1 ñúùåñòâóâà n0 ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêî n ≥ n0 äà ñúùåñòâóâàò äâà ñúñåäíè èíòåðâàëà

∆i,∆i+1 ∈ [0, 1]\
n⋃
j=1

Fj óäîâëóòâîðÿâàùè x < inf{∆i} < sup{∆i+1} < y è ñëåäîâàòåëíî

f(x) < f(∆i) < f(∆i+1) < f(y). Îò ìîíîòîíîñòòà íà C ñëåäâà, ÷å òÿ ìíîæåñòâîòî îò
òî÷êè, êúäåòî òÿ íå å äèôåðåíöèðóåìà èìà ìÿðêà íóëà.

Èíòåðåñåí ôàêò å ÷å âúïðåêè, ÷å ôóíêöèÿòà íà Êàíòîð å ìîíîòîíî ðàçòÿùà îò 0 äî
1, òÿ å ñòðîãî ðàçòÿùà âúðõó ìíîæåñòâî ñ ìÿðêà íóëà.

Âúçìîæíî å ôóíêöèÿòà íà Êàíòîð äà ñå äåôèíèðà êàòî ãðàíèöà íà ðåäèöà îò ôóí-
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Ôèãóðà 43: Ôóíêöèÿòà íà Êàíòîð

êöèè. Íåêà f0(x) = x. Àêî ñìå äåôèíèðàëè fn, òî äåôèíèðàìå

fn+1(x) =



1

2
fn(3x), x ∈ [0, 1/3]

1

2
, x ∈ [1/3, 2/3]

1

2
+

1

2
fn(3x− 2), x ∈ [2/3, 1].

Îïðåäåëåíèå 8.6 Íåêà (X, ρX) è (Y, ρY ) ñà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Íåêà {fn}∞n=1 å
ðåäèöà îò ôóíêöèè fn : X → Y è íåêà f : X → Y . Ðåäèöàòà îò ôóíêöèè {fn}∞n=1

ñå íàðè÷à ïîòî÷êîâî ñõîäÿùà êúì f , àêî çà âñÿêî x ∈ X è âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
ν = ν(x, ε) ∈ N, òàêà ÷å íåðàâåíñòâîòî

ρY (fn(x), f(x)) < ε

å èçïúëíåíî çà âñÿêî n ≥ ν.

Îïðåäåëåíèå 8.7 Ðåäèöàòà îò ôóíêöèè {fn}∞n=1 ñå íàðè÷à ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà êúì f ,
àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ν = ν(ε) ∈ N, òàêà ÷å íåðàâåíñòâîòî

ρY (fn(x), f(x)) < ε

å èçïúëíåíî çà âñÿêî n ≥ ν è âñÿêî x ∈ X.

Ïîíÿòèåòî ðàâíîìåðíà ñõîäèìîñò íà ðåäèöà îò ôóíêöèè å ïî-ïîëåçíî îò ïîòî÷êîâàòà
ñõîäèìîñò.

Ïðèìåð 8.7 Íåêà fn : R→ R ñà äåôèíèðàíè ñ ôîðìóëàòà:

fn(x) =


0 x ≤ 0,

nx 0 ≤ x ≤ 1/n,
−nx+ 2 1/n ≤ x ≤ 2/n,

0 x ≥ 2/n.
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Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðåäèöàòà fn å ïîòî÷êîâî ñõîäÿùà êúì ôóíêöèÿòà f(x) ≡ 0 (Ôèãóðà

44). Íàèñòèíà çà âñÿêî x 6= 0 ñúùåñòâóâà n0, òàêîâà ÷å
2

n0

< x è ñëåäîâàòåëíî fn(x) = 0

çà âñÿêî n ≥ n0.
Îò äðóãà ñòðàíà ðåäèöàòà fn íå å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà, çàùîòî êîëêîòî è ãîëÿìî

n0 ∈ N äà èçáåðåì, òî çà âñÿêî n èìàìå fn(1/n) = 1 è ñëåäîâàòåëíî |fn(1/n)− f(1/n)| = 1.

Ôèãóðà 44:

Ïðèìåð 8.8 Íåêà fn : [0, 1]→ [0, 1] ñà äåôèíèðàíè ñ ôîðìóëàòà: fn(x) = xn.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðåäèöàòà fn å ïîòî÷êîâî ñõîäÿùà êúì ôóíêöèÿòà (Ôèãóðà 45)

f(x) =

 0, 0 ≤ x < 1

1, x = 1

Íàèñòèíà çà âñÿêî x 6= 0 è çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà n0, òàêîâà ÷å xn < ε çà âñÿêî n ≥ n0

è ñëåäîâàòåëíî limn→∞ fn(x) = 0. Àêî x = 1, òîãàâà fn(1) = 1n = 1.
Îò äðóãà ñòðàíà ðåäèöàòà fn íå å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà. Àêî äîïóñíåì, ÷å ðåäèöàòà

å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà, òîãàâà ùå ñúùåñòâóâà n0, òàêîâà ÷å çà âñÿêî x ∈ [0, 1] äà áúäå
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |fn(x)− f(x)| < 1/2 çà âñÿêî n ≥ n0. Íåêà èçáåðåì xn = (3/2)1/n.
Òîãàâà fn(xn) = 3/2 > 1/2, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðèìåð 8.9 Íåêà fn : [0,+∞)→ R ñà äåôèíèðàíè ñ ôîðìóëàòà: fn(x) =
x

1 + nx
.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðåäèöàòà fn å ïîòî÷êîâî ñõîäÿùà êúì ôóíêöèÿòà f(x) ≡ 0 (Ôèãóðà
46).

Îò íåðàâåíñòâîòî |fn(x)− 0| ≤ 1

n
ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî ε > 0 àêî èçáåðåì n0, òàêà

÷å 1/n0 < ε, òîãàâà çà âñÿêî n ≥ n0 è âñÿêî x ∈ [0,+∞) ùå áúäå â ñèëà íåðàâåíñòâîòî
|fn(x)− 0| ≤ ε. Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà fn å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà êúì f(x) ≡ 0.
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Ôèãóðà 45:

Ôèãóðà 46: fn(x) =
x

1 + nx

Ïðèìåð 8.10 Íåêà fn : R→ R ñà äåôèíèðàíè ñ ôîðìóëàòà: fn(x) = arctg(nx).

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å ðåäèöàòà fn å ïîòî÷êîâî ñõîäÿùà êúì ôóíêöèÿòà (Ôèãóðà 47)

f(x) =

 π/2, x > 0

0, x = 0,

íî íå å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà. Àêî îáà÷å ðàçãëåäàìå X = [α,+∞) çà íÿêîå α > 0, òîãàâà
ðåäèöàòà fn(x) å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà êúì f .

Òåîðåìà 8.4 Íåêà (X, ρX) è (Y, ρY ) ñà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Íåêà {fn}∞n=1 å ðåäèöà
îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè fn : X → Y è íåêà f : X → Y . Àêî {fn}∞n=1 å ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùà êúì f , òî f å íåïðåêúñíàòà.
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Ôèãóðà 47:

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà x0 ∈ X å ïðîèçâîëíî èçáðàíî. Íåêà ε > 0. Îò ðàâíîìåðíàòà ñõî-
äèìîñò íà ðåäèöàòà {fn}∞n=1 êúì f ñëåäâà ÷å ñúùåñòâóâà n0 = n0(ε) ∈ N, òàêîâà ÷å çà
âñÿêî x ∈ X å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî ρY (fn(x), f(x) < ε/3 å èçïúëíåíî çà âñÿêî n ≥ n0. Îò
íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà fn0 â òî÷êàòà x0 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà
âñÿêî x ∈ Bx0(δ) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî ρY (fn0(x), fn0(x0)) < ε/3. Îò íåðàâåíñòâîòî

ρY (f(x), f(x0)) ≤ ρY (f(x), fn0(x)) + ρY (fn0(x), fn0(x0)) + ρY (fn0(x0), f(x0)) < ε

ïîëó÷àâàìå, ÷å f å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x0 ∈ X. �

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Íåêà (X, ρ), (Y, d) ñà äâå ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà è A å íàâñÿêúäå ãúñòî ìíî-
æåñòâî â X:
à) Äîêàæåòå, ÷å àêî f : X → Y è g : X → Y ñà íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ, òàêèâà ÷å
f = g âúðõó A, òî f = g âúðõó X;
á) Àêî f : A→ Y å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, ïîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà åäèíñò-
âåíà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ F : X → Y , òàêà ÷å F = f âúðõó A;
â) Íåêà X = R = Y è A = Q ⊂ X, íàìåðåòå ôóíêöèÿ f : Q → R, êîÿòî å íåïðåêúñíàòà
âúðõó Q íî íå ñå ïðîäúëæàâà äî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó R.
Çàäà÷à 2. Íåêà (X, τ1), (Y, τ2) ñà äâå òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà, A å íàâñÿêúäå ãúñòî ìíî-
æåñòâî â X è Y å õàóñäîðôîâî. Äîêàæåòå, ÷å àêî f : X → Y è g : X → Y ñà íåïðåêúñíàòè
èçîáðàæåíèÿ, òàêèâà ÷å f = g âúðõó A, òî f = g âúðõó X.
Çàäà÷à 3. Íåêà (X, ρ), (Y, d) ñà äâå ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà è A,B ⊂ X, ñà òàêèâà ÷å
distX(A,B) = 0. Ñúùåñòâóâà ëè f : X → Y , òàêîâà ÷å distY (f(A), f(B)) 6= 0:
à) Àêî f å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå;
á) Àêî f å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå.
Çàäà÷à 4. Íåêà X å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è fn, gn : X → R å ðåäèöà îò ôóíêöèè. Òîãà-
âà:
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à) Àêî {fn}∞n=1�îãðàíè÷åíè è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè êúì f , òî {fn}∞n=1 ñà ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíè è f å îãðàíè÷åíà.
á) Àêî fn�îãðàíè÷åíè è ñõîäÿùè êúì f , òî f å îãðàíè÷åíà.
ã) fn ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè êúì f è gn ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè êúì g, òî fn + gn ðàâíîìåð-
íî ñõîäÿùè êúì f + g. Àêî äîïúëíèòåëíî Àêî fn, gn ñà îãðàíè÷åíè, òî fngn ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùè êúì fg.
Çàäà÷à 5. Ïîêàæåòå, ÷å fn è gn ñà ðàâíîìåðíî ñõîäàùè, íî fngn íå å ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè
êúì fg, êúäåòî fn = x

(
1 + 1

x

)
è

gn(x) =

{
1/n, x = 0, x− èðàöèîíàëíî
q + 1/n, x ∈ Q, x = p/q

Çàäà÷à 6. Íåêà (X, ρ) è (Y, d) ñà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Íåêà f, g : X → Y ñà íåïðåêúñ-
íàòè èçîáðàæåíèå. Äîêàæåòå, ÷å ìíîæåñòâîòî

E = {x ∈ X : f(x) = g(x)}

å îòâîðåíî ìíîæåñòâî.
Çàäà÷à 7. à) Ïîêàæåòå, ÷å ðåäè÷àòà îò ïîëèíîìè P0(x) = 1 è Pn+1(x) = Pn + 1

2
(x−P 2

n(x))
ñà ðàâíîìåðíî ñõîäàùè êúì

√
x èíòåðâàëà [0, 1].

á) Ïîêàæåòå, ÷å ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò ïîëèíîìè ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà êúì |x| â [−1, 1].
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9 Ïîïúëâàíå íà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

9.1 Ïîïúëâàíå íà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå 9.1 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Êàçâàìå, ÷å ïúëíîòî ìåòðè÷-
íî ïðîñòðàíñòâî (X∗, ρ) å ïîïúëíåíèå íà (X, ρ), àêî
1) (X, ρ) å ïîäïðîñòðàíñòâî íà (X∗, ρ);
2) (X, ρ) å íàâñÿêúäå ãúñòî â (X∗, ρ).

Ïðèìåð 9.1 Ïðîñòðàíñòâîòî R å ïîïúëíåíèå íà Q.

Òåîðåìà 9.1 Âñÿêî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) èìà ïîïúëíåíèå (X∗, ρ) è òîâà ïî-
ïúëíåíèå å åäèíñòâåíî ñ òî÷íîñò äî èçîìåòðèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïúðâî ùå äîêàæåì åäèíñòâåíîñòòà. Íåêà (X∗, ρ∗), (X∗∗, ρ∗∗) ñà äâå ïî-
ïúëíåíèÿ íà (X, ρ). Ùå ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ϕ íà
(X∗, ρ) è (X∗∗, ρ) ñúñ ñâîéñòâàòà:
1) ϕ(x) = x çà âñÿêî x ∈ X;
2) àêî ϕ(x∗) = x∗∗ è ϕ(y∗) = y∗∗, òî ρ∗(x∗, y∗) = ρ∗∗(x∗∗, y∗∗).

Äåôèíèðàìå ϕ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Íåêà x∗ å ïðîèçâîëíà òî÷êà îò X∗. Îò îïðåäåëå-
íèåòî çà ïîïúëâàíå íà ïðîñðàíñòâî ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ðåäèöà {xn}∞n=1 ⊂ X, êîÿòî å
ñõîäàùà êúì x∗. Ðåäèöàòà {xn}∞n=1 ñå ñúäúðæà è â X∗∗. Îò ïúëíîòîòà íà (X∗∗, ρ∗∗) ñëåä-
âà, ÷å limn→∞ xn = x∗∗ çà íÿêîå x∗∗ ∈ X∗∗. ßñíî å ÷å x∗∗ íå çàâèñè îò èçáîðà íà ðåäèöàòà
{xn}∞n=1, ñõîäÿùà êúì x

∗. Ïîëàãàìå ϕ(x∗) = x∗∗. Ùå ïîêàæåì, ÷å ϕ å òúðñåíàòà èçîìåòðèÿ.
Íàèñòèíà ïî ïîñòðîåíèå ϕ(x) = x çà âñÿêî x ∈ X. Íåêà

{xn} → x∗ ∈ X∗ è {xn} → x∗∗ ∈ X∗∗,

{yn} → y∗ ∈ X∗ è {yn} → y∗∗ ∈ X∗∗,

òîãàâà îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà ðàçñòîÿíèå ñëåäâà

ρ∗(x∗, y∗) = lim
n→∞

ρ∗(xn, yn) = lim
n→∞

ρ(xn, yn)

è
ρ∗∗(x∗∗, y∗∗) = lim

n→∞
ρ∗∗(xn, yn) = lim

n→∞
ρ(xn, yn)

Ñëåäîâàòåëíî ρ∗(x∗, y∗) = ρ∗∗(x∗∗, y∗∗).
Îñòàâà äà äîêàæåì ñúùåñòâóâàíåòî íà ïîïúëíåíèå. Èäåÿòà å ñúùàòà, êàêòî â òåîðè-

ÿòà íà Êàíòîð çà ðåàëíèòå ÷èñëà.
Íåêà (X, ρ) å ïðîèçâîëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Êàçâàìå, ÷å äâå ôóíäàìåíòàëíè

ðåäèöè {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 ⊂ X ñà åêâèâàëåíòíè è îçíà÷àâàìå ñ {xn}∞n=1 ∼ {yn}∞n=1, àêî
limn→∞ ρ(xn, yn). Òåðìèíà �åêâèâàëåíòíè� å îïðàâäàí îò ôàêòà, ÷å òàêà äèôèíèðàíàòà
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ðåëàöèÿ å ðåôëèêñèâíà, ñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å âñè÷êè ôóí-
äàìóåíòàëíè ðåäèöè ñúñòàâåíè îò òî÷êè íà X ñå ðàçïàäàò íà êëàñîâå îò åêâèâàëåíòíè
ïîìåæäó ñè ðåäèöè. Ïðîñòðàíñòâîòî X∗ ñå ñúñòîè îò âñè÷êè êëàñîâå åêâèâàëåíòíè ïî-
ìåæäó ñè ôóíäàìåíòàëíè ðåäèöè. Íåêà x∗, y∗ ∈ X∗ è ñà äâà òàêèâà êëàñà. Èçáèðàìå ïî
åäíà ðåäèöà {xn}∞n=1, {yn}∞n=1 ⊂ X îò âñåêè îò òåçè êëàñîâå è ïîëàãàìå

(33) ρ∗(x∗, y∗) = lim
n→∞

ρ(xn, yn).

Ïúðâî òðÿáâà äà äîêàæåì êîðåêòíîñòòà íà òàêà äåôèíèðàíèòî ðàçñòîÿíèå, ò.å. ÷å ãðàíè-
öàòà (33) ñúùåñòâóâà è íå çàâèñè îò èçáîðà íà ðåäèöèòå {xn}∞n=1, {yn}∞n=1.

Îò íåðàâåíñòâîòî

|ρ(xn, yn)− ρ(xm, ym)| ≤ ρ(xn, xm) + ρ(yn, ym)

ïîëó÷àâàìå, ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè n,m ∈ N å â ñèëà

|ρ(xn, yn)− ρ(xm, ym)| < ε

ïîíåæå ðåäèöèòå {xn}∞n=1 è {yn}∞n=1 ñà ôóíäàìåíòàëíè. Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà îò ðåàëíè
÷èñëà sn = limn→∞ ρ(xn, yn) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà Êîøè îò êúäåòî ñëåäâà, ÷å èìà
ãðàíèöà.

Ùå ïîêàæåì, ÷å ãðàíèöàòà íå çàâèñè îò èçáîðà íà ôóíäàìåíòàëíèòå ðåäèöè {xn}∞n=1

è {yn}∞n=1. Íàèñòèíà íåêà

{xn}∞n=1, {x
′

n}∞n=1 ∈ x∗ è {yn}∞n=1, {y
′

n}∞n=1 ∈ y∗.

Îò íåðàâåíñòâîòî
|ρ(xn, yn)− ρ(x

′

n, y
′

n)| ≤ ρ(xn, x
′

n) + ρ(yn, y
′

n)

è {xn}∞n=1 ∼ {x
′
n}∞n=1, {yn}∞n=1 ∼ {y

′
n}∞n=1 ñëåäâà, ÷å

lim
n→∞

ρ(xn, yn) = lim
n→∞

ρ(x
′

n, y
′

n).

Ñåãà ùå ïîêàæåì, ÷å (X∗, ρ∗) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.
Àêñèîìà 1) Ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò îïðåäèëåíèåòî çà åêâèâàëåíòíè ôóíäàìåíòàë-

íè ðåäèöè.
Àêñèîìà 2) Î÷åâèäíî å èçïúëíåíà.
Àêñèîìà 3) Îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà â (X, ρ) ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

ρ(xn, zn) ≤ ρ(xn, yn) + ρ(yn, zn).

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n→∞ ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

ρ(xn, zn) ≤ lim
n→∞

ρ(xn, yn) + lim
n→∞

ρ(yn, zn).
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ò.å.
ρ∗(x∗, z∗) ≤ ρ∗(x∗, y∗) + ρ∗(y∗, z∗).

Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷å ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå (X, ρ), êàòî ïîäïðîñòðàíñòâî íà (X∗, ρ∗).
Íà âñÿêà òî÷êà x ∈ X îòãîâàðÿ åäèí êëàñ îò åêâèâàëåíòíè ôóíäàìåíòàëíè ðåäèöè,

à èìåííî âñè÷êè ðåäèöè ñõîäÿùè êúì x. Òîçè êëàñ íå å ïðàçåí, ïîíåæå ñúäúðæà êîíñ-
òàíòíàòà ðåäèöà {xn}∞n=1, xn = x çà âñÿêî n ∈ N. Àêî x = limn→∞ xn è y = limn→∞ yn, òî
ρ(x, y) = limn→∞ ρ(xn, yn). Ñëåäîâàòåëíî èçîáðàæåíèåòî ïðè êîåòî íà âñÿêà òî÷êà ñúïîñ-
òàâÿìå êëàñà îò ñõîäÿùå êúì íåÿ ôóíäàìåíòàëíè ðåäèöè èçîìåòðè÷íî èçîáðàçÿâà (X, ρ)
â (X∗, ρ∗).

Îò êàçàíîòî ïî-ãîðå ñåäâà, ÷å ìîæåì äà íå ðàçëè÷àâàìå (X, ρ) è íåãîâîòà âëàãàíå â
(X∗, ρ∗), ïîíåæå òå ñà èçîìåòðè÷íè.

Ùå äîêàæåì, ÷å (X, ρ) å ïúëíî â (X∗, ρ∗). Íåêà x∗ ∈ X∗ è ε > 0. Èçáèðàìå ïðîèç-
âîëåí ïðåäñòàâèòåë {xn}∞n=1 íà êëàñà x

∗. Ñúùåñòâóâà N ∈ N òàêà ÷å çà âñåêè n,m ≥ N å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî ρ(xn, xm) < ε. Òîãàâà å â ñèëà

ρ∗(xn, x
∗) = lim

m→∞
ρ(xn, xm) ≤ ε

çà âñÿêî n ≥ N ò.å. ïðîèçâîëíà îêîëíîñò íà òî÷êàòà x∗ ñúäúðæà òî÷êà îòX è ñëåäîâàòåëíî
çàòâàðÿíåòî íà X å X∗.

Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å (X∗, ρ∗) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.
Ïî ïîñòðîåíèå âñÿêà ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà {xn}∞n=1 îò òî÷êè îò X å ñõîäÿùà êúì

íÿêîÿ òî÷êà îò X∗, à èìåííî x∗, êîÿòî ïðåäñòàâëÿâà êëàñà îò åêâèâàëåíòíè íà {xn}∞n=1

ôóíäàìåíòàëíè ðåäèöè. Íåêà {xn =∗}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà â X∗. Îò ôàêòà, ÷å
(X, ρ) å ãúñòî â (X∗, ρ∗) ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ðåäèöà {xn}∞n=1 ⊂ X, êîÿòî å åêâèâàëåíòíà
íà {xn =∗}∞n=1. Äîñòàòú÷íî å äà èçáåðåì xn, òàêà ÷å ρ∗(xn, x∗n) < 1/n. Ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å
ôóíäàìåíòàëíà â X è ñëåäîâàòåëíî å ñõîäàùà êúì x∗. Ñëåäîâàòåëíî limn→∞ ρ

∗(x∗n, x
∗) = 0.

�

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî. Èçñëåäâàéòå, äàëè (X, ρ) å ïúëíî è
àêî íå å ïúëíî îïèøåòå ïîïúëíåíèåòî ìó:
à) X = R, ρ(x, y) = | arctg x− arctg y|;

á) X = (−π, π), ρ(x, y) =

∣∣∣∣sin(x− y2

)∣∣∣∣;
â) X = Z, ρ(m,n) =

|m− n|√
(m2 + 1)(n2 + 1)

;

ã) X = Z, ρ(m,n) = 10−k, êúäåòî k å áðîÿ íà íóëèòå ñ êîèòî çàâúðøâà äåñåòè÷íèÿ çàïèñ
íà |n−m|.
Çàäà÷à 2. Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî, êúäåòî X å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè
ïîëèíîìè ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè. Èçñëåäâàéòå, äàëè (X, ρ) å ïúëíî è àêî íå å ïúëíî îïè-
øåòå ïîïúëíåíèåòî ìó:
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à) ρ(f, g) = max
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|+ max
x∈[0,1]

|f ′′(x)− g′′(x)|;

á) ρ(f, g) = max
x∈[−1,1]

|f(x)− g(x)|+ |f ′(0)− g′(0)|;

â) ρ(f, g) = max
k∈N

∣∣∣∣f (k)(0)− g(k)(0)

k!

∣∣∣∣;
ã) ρ(f, g) = max

x∈[−1,1]
|f(x)− g(x)|+ max

x∈[0,1]
|f ′(x)− g′(x)|;

ä) ρ(f, g) =
∞∑
k=0

∣∣∣∣f (k)(0)− g(k)(0)

k!

∣∣∣∣+ max
x∈[−1,1]

|f(x)− g(x)|;

å) ρ(f, g) =
∞∑
k=0

∣∣∣∣f (k)(0)− g(k)(0)

k!

∣∣∣∣+ max
x∈[0,2]

|f(x)− g(x)|.

Çàäà÷à 3. Íåêà C(−∞,+∞) å ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè îãðàíè÷åíè è íåïðåêúñíàòè
ôóíêöèè ñ ðàçñòîÿíèå ρ(f, g) = sup

−∞<x<+∞
|f(x)− g(x). Íåêà

C0(−∞,+∞) = {f ∈ C(−∞,+∞) : lim
|x|→∞

f(x) = 0}

è
C00(−∞,+∞) = {f ∈ C(−∞,+∞) : diam(suppf(x)) <∞}.

Äîêàæåòå, ÷å C(−∞,+∞) è C0(−∞,+∞) ñà ïúëíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà . Äîêàæåòå,
÷å C00(−∞,+∞) íå å ïúëíî ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâî è íàìåðåòå ïîïúëíåíèåòî ìó.
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10 Ïðèíöèï íà ñâèâàùèòå èçîáðàæåíèÿ.

10.1 Òåîðåìà çà ñâèâàùèòå èçîáðàæåíèÿ.

Ðåäèöà âúïðîñè ñâúðçàíè ñúñ ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèÿ
(àëãåáðè÷íè, äèôåðåíöàëíè èëè èíòåãðàëíè), ìîãàò äà ñå ôóðìîëèðàò âúâ âèä íà çàäà÷à
çà ñúùåñòâóâàíå íà íåïîäâèæíà òî÷êà íà íÿêîå èçîáðàæåíèå.

Îïðåäåëåíèå 10.1 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòîâ. Êàçâàìå ÷å èçîáðàæåíèåòî
T : X → X å ñâèâàùî (Ôèãóðà 48), àêî ñúùåñòâóâà 0 < α < 1, òàêà ÷å

(34) ρ(Tx, Ty) ≤ αρ(x, y).

Ôèãóðà 48: Ñâèâàùî èçîáðàæåíèå

Òâúðäåíèå 10.1 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòîâ. Àêî T : X → X å ñâèâàùî
èçîáðàæåíèå, òîãàâà T å íåïðåêúñíàòî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íàèñòèíà çà âñÿêà ðåäèöà {xn}∞n=1, ñõîäÿùà êúì x îò limn→∞ ρ(xn, x) = 0
è (34), ñëåäâà ÷å limn→∞ ρ(Txn, Tx) = 0. �

Îïðåäåëåíèå 10.2 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòîâ. Òî÷êàòà x ñå íàðè÷à íåïîä-
âèæíà òî÷êà çà èçîáðàæåíèåòî T : X → X, àêî Tx = x.

Òåîðåìà 10.1 ÍåêàM å çàòâîðåíî íåïðàçíî ìíîæåñòâî â ïúëíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàí-
ñòâî (X, ρ). Íåêà èçîáðàæåíèåòî f : M →M å ñâèâàùî, ò.å.

ρ(f(x), f(y)) ≤ kρ(x, y)

çà âñåêè x, y ∈M è íÿêîå 0 ≤ k < 1. Òîãàâà
à) Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî f(x) = x. Çà âñÿêî x0 ∈M ðåäèöàòà
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Ôèãóðà 49:

xn = f(xn−1), n ∈ N èìà çà ãðàíèöà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî f(x) = x (Ôèãóðà 49).
á) Çà âñÿêî n = 0, 1, 2 . . . èìàìå îöåíêè íà ãðåøêàòà

ρ(xn, x) ≤ kn

1− k
ρ(x1, x0) è ρ(xn+1, x) ≤ k

1− k
ρ(xn+1, xn).

â) Çà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò èìàìå îöåíêà ρ(xn+1, x) ≤ kρ(xn, x).

Äîêàçàòåëñòâî: à) Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà xn = Txn−1 å ôóíäàìåíòàëíà ðåäèöà.
Íàèñòèíà

ρ(xn+1, xn) = ρ(Txn, Txn−1) ≤ kρ(xn, xn−1)

≤ kρ(Txn−1, Txn−2) ≤ k2ρ(xn−1, xn−2)

≤ · · · ≤ kn−1ρ(Tx1, Tx0) ≤ knρ(x1, x0).

Èçïîëçâàéêè íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà ïîëó÷àâàìå çà n,m ∈ N

(35)

ρ(xn, xn+m) ≤ ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + · · ·+ ρ(xn+m−1, xn+m)

≤ (kn + kn+1 + · · ·+ kn+m−1)ρ(x1, x0)

≤ kn(1 + k + k2 + · · · )ρ(x1, x0) =
kn

1− k
ρ(x1, x0)

íåðàâåíñòâîòî è ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {xn}∞n=1 å ôóíäàìåíòàëíà, çàùîòî limn→∞ k
n = 0.

Îò ôàêòà, ÷å X å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñëåäâà ÷å limn→∞ xn = x. Ùå ïîêàæåì,
÷å x å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî Tx = x. Íàèñòèíà îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà èçîáðàæåíèåòî
T ñëåäâà, ÷å

Tx = T ( lim
n→∞

xn) = lim
n→∞

T (xn) = lim
n→∞

xn+1 = x.
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Îñòàíà äà äîêàæåì, ÷å ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî Tx = x å åäèíñòâåíî. Íåêà ñúùåñòâóâàò
äâå ðåøåíèÿ Tx = x è Ty = y. Òîãàâà

ρ(x, y) ≤ kρ(Tx, Ty) < ρ(x, y),

ò.å. x = y.
á) Èçïîëçâàéêè íåïðåêúñíàòîñòòà íà ìåòðèêàòà è (35) ïîëó÷àâàìå

ρ(xn, x) = lim
m→∞

ρ(xn, xn+m) ≤ kn

1− k
ρ(x1, x0).

Íåêà ñåãà n,m ∈ N. Òîãàâà ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà:

ρ(xn+1, xn+m+1) ≤ ρ(xn+1, xn+2) + ρ(xn+2, xn+3) + · · ·+ ρ(xn+m, xn+m+1)

≤ (k + k2 + · · ·+ km)ρ(xn, xn+1)

è ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè m→∞ ïîëó÷àâàìå

ρ(xn+1, x) ≤ k

1− k
ρ(xn, xn+1).

â) Çà äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî, íåêà îòáåëåæèì, ÷å

ρ(xn+1, x) = ρ(Txn, Tx) ≤ kρ(xn, x).

�

Òåîðåìà 10.2 ÍåêàM å íåïðàçíî ìíîæåñòâî â ïúëíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ),
ñúäúðæàùî çàòâîðåíà îêîëíîñò By0 [r] íà òî÷êàòà y0. Íåêà îïåðàòîðà T : M →M óäîâ-
ëåòâîðÿâà çà âñåêè äâå x, y ∈ By0(r) íåðàâåíñòâàòà:

ρ(Tx, Ty) ≤ kρ(x, y), ρ(Ty0, y0) ≤ (1− k)r,

êúäåòî 0 < k < 1. Òîãàâà â By0 [r] ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî Tx =
x.

Äîêàçàòåëñòâî: Òåîðåìàòà ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò ïðèíöèïà íà ñâèâàùèòå èçîáðàæå-
íèå è îò íåðàâåíñòâîòî

ρ(Tx, y0) ≤ ρ(Tx, Ty0) + ρ(Ty0, y0) ≤ kρ(x, y0) + (1− k)r ≤ r

ò.å. Tx ∈ By0 [r]. �

Òåîðåìà 10.3 ÍåêàM å çàòâîðåíî íåïðàçíî ìíîæåñòâî â ïúëíîòî ìåòðè÷íî ïðîñòðàí-
ñòâî (X, ρ). Íåêà çà èçîáðàæåíèåòî T : M → M ñúùåñòâóâà n ∈ N, òàêà ÷å F = T n å
ñâèâàùî. Òîãàâà óðàâíåíèåòî Tx = x ìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ôèêñèðàìå k ∈ N, òàêà ÷å F = T k å ñâèâàùî. Ñïîðåä Òåîðåìà 10.1
ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà íåïîäâèæíà òî÷êà x çà F è limn→∞ F

nx0 = x çà âñÿêî x0 ∈M . Îò
íåïðåêúñíàòîñòà íà T ñëåäâà ðåäèöàòà îò ðàâåíñòâà

Tx = lim
n→∞

TF nx0 = lim
n→∞

TT knx0 = lim
n→∞

T knTx0 = lim
n→∞

F nTx0 = x.

Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {F n(Tx0)}∞n=1 å ñõîäÿùà êúì íåïîäâèæíàòà òî÷êà x íà èçîáðàæå-
íèåòî F è ñëåäîâàòåëíî Tx = x. �

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Äîêàæåòå, ÷å èçîáðàæåíèåòî T : [0, 1]→ [0, 1], äåôèíèðàíî ÷ðåç:

Tx =
3

10
+

2

10
x+

5

10
x2

ïðèòåæàâà òî÷íî äâå íåïîäâèæíè òî÷êè. Íàìåðåòå ãè è ïîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî x0 6= 0
ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ êëîíè êúì ïî-ìàëêàòà îò íåïîäâèæíèòå òî÷êè.
Çàäà÷à 2. Íåêà èçîáðàæåíèåòî ϕ : R→ R å äåôèíèðàíî ñ

ϕ(x) = x− arctg(x) + π/2

Ïîêàæåòå, ÷å |ϕ(x)− ϕ(y)| < |x− y| çà âñåêè x, y ∈ R è ïîêàæåòå, ÷å ϕ íÿìà íåïîäâèæíà
òî÷êà.
Çàäà÷à 3. Êîíñòðóèðàéòå ïðèìåð íà íåïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è ñâèâàùî èçîáðà-
æåíèå, êîåòî íÿìà íåïîäâèæíà òî÷êà.
Çàäà÷à 4. Íåêà ϕ : `2 → `2 å äåôèíèðàíî ñ

ϕ(x1, x2, . . . ) = (1−ρ(x,0)
2

, x1, x2, . . . ).

Ïîêàæåòå, ÷å ϕ å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå áåç íåïîäâèæíà òî÷êà.
Çàäà÷à 5. Ðàçãëåäàéòå èçîáðàæåíèÿòà Tn : C[0,α] → C[0,α], n ∈ N, äåôèíèðàíè ñ ôîðìóëàòà

Tn(f)(x) =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî n ∈ N óðàâíåíèåòî Tn(f) = f èìà

åäèíñòâåíî ðåøåíèå.
Çàäà÷à 6. Íåêà (X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà T è F à äâå ñâèâàùè èçîáðà-
æåíèå ñ êîåôèöèåíòè íà ñâèâàíå kT è kF . Êàçâàìå, ÷å èçîáðàæåíèÿòà T è F ñà ε�áëèçêè,
àêî ρ(Tx, Fx) < ε çà âñÿêî x ∈ X. Äîêàæåòå, ÷å íåïîäâèæíèòå òî÷êè xT è xF ñå íàìèðàò

íà ðàçñòîÿíèå íå ïî-ãîëÿìî îò
ε

1−max{kT , kF}
.

Çàäà÷à 7. Íåêà ϕ : Bc0 → Sc0 å äåôèíèðàíî ñ

ϕ(x1, x2, . . . ) = (1, x1, x2, . . . ).

Ïîêàæåòå, ÷å ϕ å èçîìåòðèÿ áåç íåïîäâèæíà òî÷êà.
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Çàäà÷à 8. Íåêà A = {x(t) ∈ C[0,1] : 0 = x(0) ≤ x(t) ≤ x(1) = 1} è èçîáðàæåíèåòî ϕ : A→ A
å äåôèíèðàíî ñ ϕ(x)(t) = tx(t). Ïîêàæåòå, ÷å ρC[0,1]

(ϕ(x), ϕ(y)) < ρC[0,1]
(x, y) è ÷å ϕ íÿìà

íåïîäâèæíà òî÷êà.
Çàäà÷à 9. Íåêà g ∈ C[0,1] è

∫ 1

0
|g(s)|ds ≤ r < 1. Ïîêàæåòå ,÷å çà âñÿêî f ∈ C[0,1] ñúùåñòâóâà

åäèíñòâåíî u ∈ C[0,1], êîåòî å ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

u(t) =

∫ t

0

g(t− s)u(s)ds+ f(t), 0 ≤ t ≤ 1.

Çàäà÷à 10. Ðàçãëåäàéòå ôóíêöèÿòà f(x) = ex/4 äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [0, 1]. Ïîêàæåòå,
÷å f èìà íåïîäâèæíà òî÷êà â [0, 1]. Íàìåðåòå îöåíêà íà ãðåøêàòà.
Çàäà÷à 11. Ðàçãëåäàéòå ôóíêöèÿòà f : R→ R, äåôèíèðàíà ÷ðåç

f(x) =

 x+ e−x/2, x ≥ 0

ex/2, x ≤ 0.

à) Ïîêàæåòå, ÷å |f(x)− f(y)| < |x− y| çà x 6= y.
á) Ïîêàæåòå, ÷å f íÿìà íåïîäâèæíà òî÷êà.

Çàäà÷à 12. Ðàçãëåäàéòå ôóíêöèÿòà f(x) =
x2 + 2

2x
äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [1, 2]. Ïîêà-

æåòå, ÷å f å ñâèâàùî.

Çàäà÷à 13. Ðàçãëåäàéòå ôóíêöèÿòà f(x) = x+
1

x
äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà (1,+∞). Ñâè-

âàùî ëè å f è èìà ëè íåïîäâèæíà òî÷êà.
Çàäà÷à 14. Ðàçãëåäàéòå èçîáðàæåíèåòî T : R→ R äåôèíèðàíî ÷ðåç T (x) = x3−3x2 + 3x.
Çà êîè íà÷àëíî ñòîéíîñòè x0 ∈ R, ðåäèöàòà îò ïîñëàäîâàòåëíè èçîáðàæåíèÿ xn = T (xn−1)
å ñõîäÿùà è êúì êîè òî÷êè?
Çàäà÷à 15. Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöàòà îò äðîáè

2, 2 +
1

2
, 2 +

1

2 + 1
2

, 2 +
1

2 + 1
2+ 1

2

, 2 +
1

2 + 1
2+ 1

2+1
2

, . . .

å ñõîäÿùà è íàìåðåòå ãðàíèöàòà �è.
Çàäà÷à 16. à) Íåêà (X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è f : X → X å íåïðåêúñíàòî

èçîáðàæåíèå, òàêîâà ÷å çà âñåêè x, y ∈ X, ðåäúò
∞∑
n=1

ρ(fn(x), fn(y)) å ñõîäÿù. Ïîêàæåòå,

÷å f ïðèòåæàâà åäèíñòâåíà íåïîäâèæíà òî÷êà.
á) Ðàçãëåäàéòå ôóíêöèÿòà x → max{x − 1, 0} äåôèíèðàíà â èíòåðâàëà [0,∞). Ïîêàæåòå,
÷å òàçè ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî à), íî íå å ñâèâàùî èçîáðàæåíèå.
â) Íåêà Φ : R× [a, b]→ R, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà ëèïøèöîâîòî óñëîâèå

|Φ(x, t)− Φ(y, t)| ≤M |x− y| çà âñè÷êè x, y ∈ R, t ∈ [a; b]
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è íåêà g ∈ C[a;b]. Äåôèíèðàìå F : C[a;b] → C[a;b] ÷ðåç F (h)(t) = g(t) +
∫ t
a

Φ(h(s), s)ds.
Ïîêàæåòå, ÷å å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

|F n(h)(t)− F n(k)(t)| ≤ 1

n!
Mn(t− a)nρ∞(k, h),

çà âñåêè h, k ∈ C[a;b] è t ∈ [a, b]. Ïîêàæåòå, ÷å F èìà åäèíñòâåíà íåïîäâèæíà òî÷êà.
ã) Äàéòå êîíòðà ïðèìåð íà óñëîâèå à), àêî íå ñå èñêà ôóíêöèÿòà f äà å íåïðåêúñíàòà.

Çàäà÷à 17. Ïðè âåðèæíà ðåàêöèÿ âñÿêà ÷àñòèöà ïîðàæäà ñëó÷àåí áðîé íîâè ÷àñòèöè.
Âñÿêà îò òåçè íîâîïîðîäåíè ÷àñòèöè äåéñòâà íåçàâèñèìî è ïîðàæäà ñëó÷àåí áðîé íîâè
÷àñòèöè. òîçè ïðîöåñ ïðîäúëæàâà äî áåçêðàéíîñò. Íåêà pk å âåðîÿòíîñòòà, ÷å ÷àñòè÷öàòà
ïîðàæäà k à áðîé ÷àñòèöè: p0, p1, p2, . . . , pk, · · · ∈ [0, 1] è

∑∞
k=1 pk = 1.

Ñòàðòèðàìå îò åäíà ÷àñòèöà ïðîöåñà è íåêà ðàçãëåäàìå âåðîÿòíîñòà ïðîöåñà äà ñïðå,
ò.å. ïîïóëàöèÿòà äà èç÷èçíå. Íåêà xn å âåðàÿòíîñòòà, ÷å nòàòà ãåíåðàöèÿ å âå÷å èç÷åçíàëà.
Íåêà îòáåëåæèì, ÷å (n + 1)âàòà ãåíåðàöèÿ ñå ñúñòîè îò ÷àñòèöè, êîèòî ñà nòà ãåíåðàöèÿ
íàñëåäíèöè íà åëåìåíòè îò ïúðâàòà ãåíåðàöèÿ. Çà äà èç÷åçíå ïîïóëàöèÿòà ïðåäè èëè ïî
âðåìå íà (n+ 1)âàòà ãåíåðàöèÿ ïîðîäåíà îò ïúðâàòà ÷àñòèöà òðÿáâà äà èç÷åçíå. Ñëåäîâà-
òåëíî:

xn+1 =
∞∑
k=0

pk(xn)k.

Ñ äðóãè äóìè xn+1 = Txn, êúäåòî T : [0, 1]→ [0, 1] å äåôèíèðàíî ñ

Tx =
∞∑
k=0

pkx
k, x ∈ [0, 1].

òàêà, ÷å âåðîÿòíîñòòà x∗ ïîïóëàöèÿòà äà èç÷åçíå å ãðàíè÷àòà limn→∞ xn, êîÿòî å íåïîä-
âèæíàòà òî÷êà òà èçîáðàæåíèåòî x∗ = Tx∗.
Çàäà÷à 18. Íåêà T : [0, 1]→ [0, 1] äåôèíèðàíî ñ

Tx =


2x, 0 ≤ x <

1

2

2x− 1,
1

2
≤ x ≤ 1.

Åäèíñòâåíàòî íåïîäâèæíà òî÷êà çà T å x∗ = 0. Íåêà x = 0, α1α2α3 . . . å äâîè÷íèÿ çà-
ïèñ íà ÷èñëîòî x ∈ (0, 1]. Ïîêàæåòå, ÷å Tx = 0, α2α3α4 . . . , T 2x = 0, α3α4α5 . . . , T nx =
0, αn+1αn+2αn+3 . . . . îáúðíåòå âíèìàíèå íà õàîòè÷íèÿ õàðåêòåð íà ðåäèöàòà {T nx}∞n=1.
Çàäà÷à 19. Íåêà T : [0, 1]→ [0, 1] äåôèíèðàíî ñ Tx = 4x(1− x). Ïîêàæåòå, ÷å T èìà äâå
íåïîäâèæíè òî÷êè. Íàìåðåòå ãè è äàéòå ïðèìåðè íà ðåäèöè êëîíÿùè êúì òÿõ.
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10.2 Ïðèëîæåíèÿ íà Òåîðåìàòà íà Áàíàõ çà íåïîäâèæíàòà òî÷êà.

10.2.1 Ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿ f(x) = 0.

Òåîðåìà 10.4 Íåêà f : R→ R. Íåêà f(a) = 0 è â èíòåðâàëà [a− r, a+ r] ôóíêöèÿòà f å
Ëèïøèöîâà ñ êîíñòàíòà 0 < K < 1, ò.å.

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|, çà âñåêè x, y ∈ [a− r, a+ r].

Çà âñÿêî x0 ∈ [a − r, a + r] ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ xn = f(xn−1) å
ñõîäÿùà êúì ðåøåíèåòî a è å â ñèëà îöåíêàòà |xn − a| ≤ Kn|x0 − a|.

Äîêàçàòåëñòâî: Èíòåðâàëà [a − r, a + r] e ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà x ∈ [a −
r, a + r] è íåêà ïîëîæèì y = f(x). Â ñèëà å |y − a| = |f(x) − f(a)| ≤ K|x − a| < r.
Ñëåäîâàòåëíî y = f(x) ∈ [a− r, a+ r], ò.å. f : [a− r, a+ r]→ [a− r, a+ r]. Èçîáðàæåíèåòî
f å ñâèâàùî è ñëåäîâàòåëíî îò Òåîðåìà 10.1 ñëåäâà äîêàçàòåëñòâîòî. �

Íåêà f : R→ R. Íåêà f(a) = 0 è ψ å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â îêîëíîñò íà òî÷êàòà a
è ψ(a) 6= 0. Ïîëàãàìå ϕ(x) = x− ψ(x)f(x). Òîãàâà óðàâíåíèåòî x = ϕ(x) èìà êîðåí x = a.
Ôóíêöèÿòà ψ ìîæå äà ñå èçáåðå òàêà, ÷å ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ äà å
ñõîäÿù êúì a.

Òåîðåìà 10.5 (Ìåòîä íà õîðäèòå) Íåêà f : R→ R. Íåêà f(a) = 0 íåêà â íÿêîé îêîëíîñò
íà òî÷êàòà [a − r, a + r] ôóíêöèÿòà f çàåäíî ñ f

′
è f

′′
ñà íåïðåêúñíàòè. Íåêà â òàçè

îêîëíîñò f
′
è f

′′
íå ñè ñìåíÿò çíàêà. Íåêà z ∈ [a − r, a + r] å òàêàâà, ÷å f(z)f

′′
(z) > 0.

Òîãàâà, àêî ψ(x) =
x− z

f(x)− f(z)
è ïîëîæèì ϕ(x) = x− ψ(x)f(x), òî óðàâíåíèåòî

x = ϕ(x)

èìà êîðåí x = a, êîéòî ñå ïîëó÷àâà ïî ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ:

xn = xn−1 −
xn−1 − z

f(xn−1)− f(z)
f(xn−1) =

zf(xn−1)− xn−1f(z)

f(xn−1)− f(z)

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà íà Òåéëîð

f(x) = f(a) + (x− a)f
′
(a) +

(x− a)2

2!
f
′′
(ξ) çà íÿêîå ξ ìåæäó a è x.

Àêî èçáåðåì x = z â ãîðíîòî ðàâåíñòâî, òî ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

(36) f(z) + (a− z)f
′
(a) =

(z − a)2

2!
f
′′
(ξ).
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Ôèãóðà 50: Ìåòîä íà ñåêóùèòå

Ñëåä äåôåðåíöèðàíå ϕ′(x)|x=a =

(
x− x− z

f(x)− f(z)
f(x)

)′∣∣∣∣
x=a

ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

(37) ϕ
′
(a) =

f(z) + (a− z)f
′
(a)

f(z)
.

Îò ðàâåíñòâàòà (36) è (37) ïîëó÷àâàìå

ϕ
′
(a) =

(z − a)2

2

f
′′
(ξ)

f(x0)
.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ′′ â èíòåðâàëà [a− r, a+ r] ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà

M = max
x∈[a−r,a+r]

{|f ′′(x)|} <∞.

Ñëåäîâàòåëíî, àêî èçáåðåì z äîñòàòú÷íî áëèçêî äî a, (íàïðèìåð |z − a| < k
2.f(z)

M
çà

íÿêîå k ∈ (0, 1)) ùå áúäå èçïúëíåíî |ϕ′(a)| < 1 è ñëåäîâàòåëíî îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ϕ
ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà a òàêà, ÷å â íåÿ |ϕ′(x)| ≤ K < 1. Îò Òåîðåìà 10.1 ñëåäâà,
÷å çà âñÿêî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 îò òàçè îêîëíîñò, ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíèòå
ïðèáëèæåíèÿ

xn = ϕ(xn−1) =
zf(xn−1)− xn−1f(z)

f(xn−1)− f(z)
, n ∈ N

êëîíè êúì a.
Çà îöåíêà íà ãðåøêàòà èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî f(xn) = f(xn)− f(a) = f

′
(ξ)(xn − a)

è ïîëó÷àâàìå

|xn − a| ≤
∣∣∣∣f(xn)

f ′(ξ)

∣∣∣∣ ≤ f(xn)

m
,
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êúäåòî m = min{|f ′(ξ)| : ξ ïðèíàäëåæè íà èíòåðâàë ñ êðàèùà òî÷êèòå x0 è z}. �

Òåîðåìà 10.5 èçâåñòíà îùå êàòî ìåòîä íà ñåêóùèòå, êîåòî ñå èëþñòðèðà íà (Ôèãóðà
50).

Òåîðåìà 10.6 (Ìåòîä íà Íþòîí) Íåêà f : R→ R. Íåêà f(a) = 0 íåêà â íÿêîé îêîëíîñò
íà òî÷êàòà [a − r, a + r] ôóíêöèÿòà f çàåäíî ñ f

′
è f

′′
ñà íåïðåêúñíàòè. Íåêà â òàçè

îêîëíîñò f
′
è f

′′
íå ñè ñìåíÿò çíàêà. Íåêà z ∈ [a − r, a + r] å òàêàâà, ÷å f(z)f

′′
(z) > 0.

Òîãàâà, àêî ψ(x) =
1

f ′(x)
è ïîëîæèì ϕ(x) = x− ψ(x)f(x), òî óðàâíåíèåòî

x = ϕ(x)

èìà êîðåí x = a êîéòî ñå ïîëó÷àâà ïî ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ:

xn = xn−1 −
f(xn−1)

f ′(xn−1)

Ôèãóðà 51: Ìåòîä íà Íþòîí

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðåñìÿòàéêè ϕ′, ïîëó÷àâàìå

ϕ′(x) = 1− (f ′(x))2 − f(x)f ′′(x)

(f ′(x))2
.

è ñëåäîâàòåëíî ϕ′(a) = 0. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà a òàêà, ÷å â íåÿ
|ϕ′(x)| ≤ K < 1. Ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 10.1 ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå
x0 îò òàçè îêîëíîñò ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ xn = ϕ(xn−1), n ∈ N
êëîíè êúì ðåøåíèåòî x = a íà óðàâíåíèåòî f(x) = 0.

Çà îöåíêà íà ãðåøêàòà ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà íà Òåéëîð

0 = f(a) = f(xn) + f ′(xn)(a− xn) +
1

2
f ′′(ξ)(a− xn)2 çà íÿêîå ξ ìåæäó a è x.
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Ñëåäîâàòåëíî
f(xn)

f ′(xn)
= xn − a−

1

2

f ′′(ξ)

f ′(xn)
(a− xn)2

ò.å.

|xn+1 − a| = |xn − a−
f(xn)

f ′(xn)
| =

∣∣∣∣12 f
′′
(ξ)

f ′(xn)
(a− xn)2

∣∣∣∣ ≤ 1

2

max
ξ∈[a,b]

|f ′′(ξ)|

min
s∈[a,b]

|f ′(s)|
(a− xn)2,

êúäåòî èíòåðâàëà [a, b] ñúäúðæà, òî÷êèòå a è z. �

Òåîðåìà 10.6 èçâåñòíà îùå êàòî ìåòîä íà Íþòîí èëè ìåòîä íà äîïèðàòåëíèòå, êîåòî
ñå èëþñòðèðà íà (Ôèãóðà 51).

Òåîðåìà 10.7 (Ìîäèôèöèðàí ìåòîä íà Íþòîí) Íåêà f : R → R è f(a) = 0. Íåêà â
íÿêîÿ îêîëíîñò íà òî÷êàòà [a− r, a+ r] ôóíêöèÿòà f çàåäíî ñ f

′
è f

′′
ñà íåïðåêúñíàòè.

Íåêà â òàçè îêîëíîñò f
′
è f

′′
íå ñè ñìåíÿò çíàêà. Íåêà z ∈ [a − r, a + r] å òàêàâà, ÷å

f(z)f
′′
(z) > 0. Òîãàâà, àêî ψ(x) =

1

f ′(z)
è ïîëîæèì ϕ(x) = x− ψ(x)f(x) (Ôèãóðà 52), òî

óðàâíåíèåòî
x = ϕ(x)

èìà êîðåí x = a êîéòî ñå ïîëó÷àâà ïî ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ:

xn = xn−1 −
f(xn−1)

f ′(z)

Ôèãóðà 52: Ìîäèôèöèðàí ìåòîä íà Íþòîí

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðåñìÿòàéêè ϕ
′
(x) = 1− f

′
(x)

f ′(z)
ïîëó÷àâàìå, ÷å |ϕ′(a)| < 1. Ñëåäîâàòåëíî

ñúùåñòâóâà îêîëíîñò íà òî÷êàòà a òàêà, ÷å â íåÿ |ϕ′(x)| ≤ K < 1. Ïðèëàãàéêè Òåîðå-
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ìà 10.1 ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 îò òàçè îêîëíîñò ðåäèöàòà îò

ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ xn = ϕ(xn−1) = xn−1 −
f(xn−1)

f ′(z)
, n ∈ N êëîíè êúì a. �

Ïðèìåð 10.1 Íàìåðåòå ïî òðèòå ìåòîäà, êîðåíà íà óðàâíåíèåòî:

x3 + 5x2 − 15x− 7 = 0,

ðàçïîëîæåí ìåæäó x = 2, 4 è 2, 5.

1) Ïî ìåòîäà íà ñåêóùèòå:

xn =
zf(xn−1)− xn−1f(z)

f(xn−1)− f(z)
, n = 1, 2, 3, 4 . . .

z = 2, 5, f(x0) = 2, 375. Íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå âçåìàìå x0 = 2, 4, f(x1) = −0, 376.

n xn f(xn) xn+1 = zf(xn−1)−xn−1f(z)
f(xn−1)−f(z)

0 2.4 −0.376 2.413667757
1 2.413667757 −0.01452975 2.414192708
2 2.414192708 −0.00055529 2.414212766
3 2.414212766 −0.00002120 2.414213532
4 2.414213532 −0.00000080 2.414213561
5 2.414213561 −0.00000003

Ìèíèìóìúò íà |f ′ | â èíòåðâàëà [2, 4, 2, 5] å 28, 28. Òàêà ïîëó÷àâàìå îöåíêà íà ãðåøêàòà, çà
x4 ðàâíà íà

|x5 − a| ≤
|f(x5)|
26, 28

< 0.1178030166.10−8.

2) Ïî ìåòîäà íà Íþòîí:

xn = xn−1 −
f(xn−1)

f ′(xn−1)
, n = 1, 2, 3, 4 . . .

x0 = 2, 5.
n xn f(xn) xn+1 = xn−1 − f(xn−1)

f ′ (xn−1)

0 2.5 2.375 2.417391304
1 2.417391304 0.08473871 2.414218194
2 2.414218194 0.00012333 2.414213562
3 2.414213562 0.000000009

2) Ïî Ìîäèôèöèðàíèÿ ìåòîä íà äîïèðàòåëíèòå:

xn = xn−1 −
f(xn−1)

f ′(x0)
, n = 1, 2, 3, 4 . . .
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x0 = 2, 5.
n xn f(xn) xn+1 = xn−1 − f(xn−1)

f ′ (x0)

0 2.5 2.375 2.417391304
1 2.417391304 0.08473871 2.414443871
2 2.414443871 0.00613318 2.414230543
3 2.414230543 0.00045216 2.414214816
4 2.414214816 0.00003338 2.414213655
2 2.414213655 0.00000247 2.414213569
3 2.414213569 0.00000017

Äðóã èçáîð íà ôóíêöèÿòà ψ, ìîæå äà áúäå ψ(x) ≡ λ. Òîãàâà òúðñèì íåïîäâèæíàòà
òî÷êà çà ôóíêöèÿòà ϕ(x) = x − λf(x). Íåêà â èíòåðâàëà [a, b] óðàâíåíèåòî f(x) = 0 èìà
åäèíñòâàíî ðåøåíèå è ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè m,M , òàêèâà ÷å íåðàâåíñòâîòî

0 ≤ m ≤ f ′(x) ≤M

å èçïúëíåíî çà âñÿêî x ∈ [a, b]. Òîãàâà ñúùåñòâóâà λ0, òàêà ÷å çà âñÿêî λ ∈ (0, λ0) èçîáðà-
æåíèåòî ϕ äà å ñâèâàùè. Íàèñòèíà, äîñòàòú÷íî å äà èçáåðåì λ0 äà óäîâëåòâîðÿâà

−1 ≤ 1− λ0M ≤ ϕ′(x) ≤ 1− λ0m ≤ 1.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Íàìåðåòå êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî f(x) = 0, íàìèðàùè ñå â èíòåðâàëà [a, b] ïî
Ìåòîäà íà Íþòîí, ìîäèôèöèðàíèÿ ìåòîä íà Íþòîí è ìåòîäà íà ñåêóùèòå ñ òî÷íîñò 0, 01
è ñ òî÷íîñò 0, 00001, êúäåòî:
1.1) f(x) = x5 − 10x− 0, 2, a = 1, b = 3;
1.2) f(x) = x4 − 3x2 + 75x− 10000, a = 8, b = 12;
1.3) f(x) = sinx− x cosx, a = −π, b = π.
Çàäà÷à 2. Èçïîëçâàéòå ìåòîäèòå íà Íþòîí è íà ñåêóùèòå çà äà íàìåðèòå

√
a, 3
√
a. Íàìå-

ðåòå ñ òî÷íîñò 0, 001 ÷èñëàòà:
2.1)
√

2; 2.2) 2
√

2; 2.3)
√

3; 2.4) 3
√

3.
Çàäà÷à 3. Íàìåðåòå ïðèáëèæåíî ðåøåíèå ñ òî÷íîñò 0, 01 íà óðóâíåíèÿòà:
3.1) x3 − x+ 1 = 0; 3.2) ex + x = 0; 3.3) x arctgx− ex = 0; 3.4) ex = lnx.

10.2.2 Ñèñòåìè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà îò ëèíåéíè óðàâíåíèÿ:

xi =
n∑
j=1

aijxj + bi, i = 1, . . . , n
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èëè çàïèñàíî ïî-ïðîñòî x = Ax + b. Ðàçãëåæäàìå îïåðàòîðà Tx = Ax + b è òúðñèì êîãà
òîé èìà íåïîäâèæíà òî÷êà â Rn.

1) (Rn
∞)

ρ∞(Tx, Ty) = max
i=1,...,n

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aij(xj − yj)

∣∣∣∣∣ ≤ max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij||xk − yk|

≤ max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij| max
k=1,...,n

|(xk − yk| =

(
max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij|

)
ρ∞(x, y).

Ñëåäîâàòåëíî T å ñâèâàùî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî α = max
i=1,...,n

n∑
j=1

|aij| < 1.

2) (R1)

ρ1(Tx, Ty) =
n∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

aij(xj − yj)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

n∑
j=1

|aij|.|xj − yj| ≤ max
j=1,...,n

n∑
i=1

|aij|ρ1(x, y).

Ñëåäîâàòåëíî T å ñâèâàùî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî α = maxj=1,...,n

n∑
i=1

|aij| < 1.

3) (Rp)

ρ∞(Tx, Ty)2 =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

aij(xj − yj)

)p

≤

(
n∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij

)
n∑
j=1

(xj − yj)2

=

(
n∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij

)
ρ2(x, y)2.

Ñëåäîâàòåëíî T å ñâèâàùî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî α =
n∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij < 1.

Âñÿêî îò ïîëó÷åíèòå óñëîâèÿ å äàñòàòú÷íà, çà äà áúäå ñõîäÿùà ðåäèöàòà îò ïîñëå-
äîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ.

Àêî |aij| < 1/n, òî è òðèòå óñëîâèÿ ñà èçïúëíåíè, àêî |aij| ≥ 1/n, òî è òðèòå óñëîâèÿ
íå ñà èçïúëíåíè.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Àêî
∑∞

n=1 |anm| ≤ α < 1 çà âñÿêîm ∈ N è {an}∞n=1 ∈ `1 äîêàæåòå, ÷å áåçêðàéíàòà
ñèñòåìà îò ëèíåéíè óðàâíåíèÿ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 =
∑∞

m=1 a1mxm + a1

x2 =
∑∞

m=1 a2mxm + a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn =

∑∞
m=1 anmxm + an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå x = {xn}∞n=1 ∈ `1.
Çàäà÷à 2. Àêî

∑∞
m=1 |anm| ≤ α < 1 çà âñÿêî n ∈ N è {an}∞n=1 ∈ `∞ äîêàæåòå, ÷å áåçêðàé-

íàòà ñèñòåìà îò ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 =

∑∞
m=1 a1mxm + a1

x2 =
∑∞

m=1 a2mxm + a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn =

∑∞
m=1 anmxm + an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå x = {xn}∞n=1 ∈ `∞
Çàäà÷à 3. Ïî ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåòå ëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ:

à)

∣∣∣∣ x = 1
2
x+ 1

3
y

y = 1
3
x+ 1

4
y

á)

∣∣∣∣ x = 1
2
x+ 1

3
y + 1

y = 1
3
x+ 1

4
y + 1

ã)

∣∣∣∣ x = 1
2
x+ 1

4
y

y = 1
8
x+ 1

16
y

ä)

∣∣∣∣ x = 1
2
x+ 1

4
y + 1

y = 1
6
x+ 1

8
y

Çàäà÷à 4. Ïî ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåòå ëèíåéíèòå óðàâíåíèÿ:

à)

∣∣∣∣∣∣
x = 1

2
x+ 1

4
y + 1

6
z

y = 1
3
x+ 1

6
y + 1

9
z

y = 1
4
x+ 1

8
y + 1

12
z

á)

∣∣∣∣∣∣
x = 1

2
x+ 1

4
y + 1

6
+ 1z

y = 1
3
x+ 1

6
y + 1

9
z

y = 1
4
x+ 1

8
y + 1

12
z

ã)

∣∣∣∣∣∣
x = 1

2
x+ 1

4
y + 1

6
z

y = 1
3
x+ 1

6
y + 1

9
z + 1

y = 1
4
x+ 1

8
y + 1

12
z

10.2.3 Èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ.

Åäíè îò íàé-èíòåðåñíèòå ïðèëîæåíèÿ ñå ïîëó÷àâàò, êîãàòî ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî ñå
ñúñòîè îò ôóíêöèè.

Ìåòîäà íà ñâèâàùèòå èçîáðàæåíèÿ ìîæå äà ñå ïðèëîæè çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëíè
óðàâíåíèå íà Ôðåäõîëì ò.å.

(38) f(x) = λ

∫ b

a

K(x, y)f(y)dy + ϕ(x).

Òåîðåìà 10.8 Íåêà K(x, y) : [a, b]× [a, b]→ R è ϕ(x) : [a, b]→ R ñà íåïðåêúñíàòè, òîãàâà
ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà λ0 > 0, òàêà ÷å óðàâíåíèå íà Ôðåäõîëì (38) èìà åäèíñòâåíî
ðåøåíèå f ∈ C[a,b] çà âñÿêî λ ∈ (−λ0, λ0).

Äîêàçàòåëñòâî: Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà K(x, y) : [a, b]× [a, b]→ R ñëåäâà ÷å ñúùåñòâóâà
M > 0, òàêà ÷å |K(x, y)| ≤M çà âñÿêî x, y ∈ [a, b].

Íåêà ðàçãëåäàìå îïåðàòîðà T : C[a,b] → C[a,b] çàäàäåí ÷ðåç

Tf = λ

∫ b

a

K(x, y)f(y)dy + ϕ(x).

Ïî óñëîâèå èìàìå

ρ(Tf1, T f2) = max
x∈[a,b]

∣∣∣∣λ∫ b

a

K(x, y)(f1 − f2)dy

∣∣∣∣ ≤ |λ|M(b− a) max
x∈[a,b]

|f1(x)− f2(x)|.
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Ñëåäîâàòåëíî, àêî ïîëîæèì λ0 =
1

M(b− a)
, òîãàâà çà âñÿêî λ ∈ (−λ0, λ0) èçîáðàæåíèåòî

T å ñâèâàùî è îò Òåîðåìà 10.1 óðàâíåíèåòî (38) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Ìåòîäà íà

ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ äàâà ðåäèöàòà fn = α

∫ b

a

K(x, y)fn−1(y)dy + ϕ(x), êúäåòî

f0 å ïðîèçâîëíà íåïðåêúñíàòà ôèíêöèÿ. �

Óðàâíåíèåòî íà Ôðåäõîëì ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà, êàòî íåïðåêúñíàòàòà âåðñèÿ íà
ñèñòåìà îò ëèíåéíè óðàâíåíèÿ. Íàèñòèíà íåêà çàìåíèì èíòåðâàëà [a, b] ñ n + 1 ðàçëè÷íè
òî÷êè a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b. Òîãàâà, àêî ïîëîæèì yi = f(xi), bi = ϕ(xi) è

aij = λ
K(xi, xj)

n
òî (38) ñå çàïèñâà âúâ âèäà

xi =
n∑
j=1

aijxj + bi, i = 1, . . . , n.

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å êîðåêòíîñòà íà òîçè çàïèñ å íåùî ñúâñåì ðàçëè÷íî.

Ïðèìåð 10.2 Íåêà K(x, y) = xy : [0, 1]× [0, 1] → R è ϕ(x) ∈ C[0,1]. Ðàçãëåæäàìå óðàâíå-

íèåòî f(x) = λ

∫ 1

0

xyf(y)dy + ϕ(x) çà |λ| < 1.

Íåêà èçáåðåì çà ïúðâî ïðèáëèæåíèå f0 = ϕ è äà ïîëîæèì a =

∫ 1

0

yϕ(y)dy. Òîãàâà

f0(x) = ϕ(x)

f1(x) = Af0(x) = ϕ(x) + λx

∫ 1

0

yϕ(y)dy = ϕ(x) + λxa

f2(x) = Af1(x) = ϕ(x) + λx

∫ 1

0

y(ϕ(y) + aλyd)y = ϕ(x) + λxa+ a
λ2

3
x

f3(x) = Af2(x) = ϕ(x) + λx

∫ 1

0

y(ϕ(y) + aλy + a
λ2

3
yd)y = ϕ(x) + λxa+ a

λ2

3
x+ a

λ3

9
x

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(x) = Afn−1(x) = ϕ(x) + aλx
(

1 + λ
3

+
(
λ
9

)2
+ · · ·+

(
λ
9

)n−1
)
.

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå f(x) = limn→∞ fn(x) = ϕ(x) + 3aλ
3−λx.

Ïðèìåð 10.3 Íåêà K(x, y) =
n∑
j=1

pj(x)qj(x) : [a, b] × [0, 1] → R è ϕ(x), pj, qj ∈ C[0,1]. Ðàçã-

ëåæäàìå óðàâíåíèåòî f(x) = λ
n∑
j=1

zjpj(x) + ϕ(x), êúäåòî zj =

∫ b

a

qj(y)f(y)dy.
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Íåêà äà ïîëîæèì cj =

∫ b

a

qj(x)f(x)dx è aij =

∫ b

a

qj(x)pj(x)dx. Òîãàâà èçïîëçâàéêè

ðàâåíñòâîòî:

zj =

∫ b

a

qj(y)f(y)dy =

∫ b

a

qj(x)ϕ(x)dx+ λ

n∑
j=1

∫ b

a

qj(x)pj(x)dx

ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà îò ëèíåéíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z1 = c1 + λ
n∑
i=1

a1izi

z2 = c2 + λ

n∑
i=1

a2izi

. . . . . . . . . . . . . . . . .

zj = cj + λ
n∑
i=1

ajizi

. . . . . . . . . . . . . . . . .

zn = cn + λ
n∑
i=1

anizi.

Ìåòîäà íà ñâèâàùèòå èçîáðàæåíèÿ ìîæå äà ñå ïðèëîæè çà ðåøàâàíå íà íåëèíåèíè
èíòåãðàëíè óðàâíåíèå ò.å.

(39) f(x) = λ

∫ b

a

K(x, y; f(y))dy + ϕ(x).

Òåîðåìà 10.9 Íåêà K(x, y, z) : [a, b]× [a, b]× (−∞,+∞)→ R è ϕ(x) : [a, b]→ R ñà íåïðå-
êúñíàòè è ôóíêöèÿòà K å Ëèïøèöîâà ïî òðåòàòà ñè ïðîìåíëèâà. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
êîíñòàíòà λ0 > 0, òàêà ÷å óðàâíåíèå íà Ôðåäõîëì (39) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå f ∈ C[a,b]

çà âñÿêî λ ∈ (−λ0, λ0).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ðàçãëåäàìå îïåðàòîðà T : C[a,b] → C[a,b] çàäàäåí ÷ðåç

Tf = λ

∫ b

a

K(x, y; f(y))dy + ϕ(x).

Ïî óñëîâèå èìàìå

ρ(Tf1, T f2) ≤ max
x∈[a,b]

λ

∫ b

a

|K(x, y; f1)−K(x, y; f1)|dy ≤ |λ|M(b− a) max
x∈[a,b]

|f1(x)− f2(x)|.
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Ñëåäîâàòåëíî ïðè |λ| < λ0 =
1

M(b− a)
èçîáðàæåíèåòî T å ñâèâàùî è îò Òåîðåìà 10.1

óðàâíåíèåòî (39) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ äà-

âà ðåäèöàòà fn = α

∫ b

a

K(x, y; fn−1(y))dy + ϕ(x), êúäåòî f0 å ïðîèçâîëíà íåïðåêúñíàòà

ôèíêöèÿ. �

Ìåòîäà íà ñâèâàùèòå èçîáðàæåíèÿ ìîæå äà ñå ïðèëîæè çà ðåøàâàíå íà èíòåãðàëíè
óðàâíåíèå íà Âîëòåðà ò.å.

(40) f(x) = λ

∫ x

a

K(x, y)f(y)dy + ϕ(x).

Òåîðåìà 10.10 Íåêà K(x, y) : [a, b] × [a, b] → R è ϕ(x) : [a, b] → R ñà íåïðåêúñíàòè,
òîãàâà óðàâíåíèåòî íà Âîëòåðà (40) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå f ∈ C[a,b].

Àêî K(x, y) è ϕ(x) ñà íåïðåêúñíàòè çà a ≤ x ≤ b è a ≤ y ≤ b, òî |K(x, y)| ≤M . Íåêà
ðàçãëåäàìå îïåðàòîðà T : C[a,b] → C[a,b] çàäàäåí ÷ðåç

Tf = λ

∫ x

a

K(x, y)f(y)dy + ϕ(x).

Ïî óñëîâèå èìàìå

|Tf1(x)− Tf2(x)| = |λ|
∣∣∣∣∫ x

a

K(x, y)(f1(y)− f2(y))dy

∣∣∣∣ ≤ |λ|M(x− a) max
x∈[a,b]

|f1(x)− f2(x)|.

Àíàëîãè÷íî ñå ïîëó÷àâà íåðàâåíñòâîòî:

|T 2f1(x)− T 2f2(x)| ≤ |λ|2M2 (x− a)2

2
max
x∈[a,b]

|f1(x)− f2(x)|

è çà âñÿêî n ∈ N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî:

|T nf1(x)− T nf2(x)| ≤ |λ|nMn (x− a)n

n!
max
x∈[a,b]

|f1(x)− f2(x)|.

Çà âñÿêî ôèêñèðàíî λ,M , b, a ñúùåñòâóâà n ∈ N òàêà ÷å
|λ|nMn(b− a)n

n!
< 1, ò.å. T n e ñâèâà-

ùî èçîáðàæåíèå. Îò Òåîðåìà 10.3 ñëåäâà, ÷å óðàâíåíèåòî (40) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå. Ìå-
òîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ äàâà ðåäèöàòà fn = α

∫ x
a
K(x, y)fn−1(y)dy + ϕ(x),

êîÿòî å ñõîäÿùà êúì ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî (40), êúäåòî f0 å ïðîèçâîëíà íåïðåêúñíàòà
ôèíêöèÿ. �

Çàäà÷è

128



Çàäà÷à 1. Íåêà α ∈ R è |α(b−a)| < 1. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî u0 ∈ C[a,b] ðåäèöàòà un+1(x) =

α

∫ b

a

sin(un(x))dx + 1 å ñõîäÿùà, êúì åäåíñòâåíîòî ðåøåíèå u ∈ C[a,b] íà èíòåãðàëíîòî

óðàâíåíèå u(x) = α

∫ b

a

sin(u(x))dx+ 1.

Çàäà÷à 2. Íåêà α ∈ R è |α| < 1. Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî u0 ∈ R ðåäèöàòà un+1 = α sinun+1
å ñõîäÿùà, êúì åäåíñòâåíîòî ðåøåíèå u ∈ R íà óðàâíåíèåòî u = α sinu+ 1.
Çàäà÷à 3. Ïî ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåòå íòåãðàëíèòå óðàâíåíèÿ:

à) ϕ(t) =
5

6
t+

1

2

∫ 1

0

tsϕ(s)ds, èçáåðåòå íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå ϕ0(t) = 0 è ϕ0(t) = t;

á) ϕ(t) = t−
∫ t

0

(t− s)ϕ(s)ds, èçáåðåòå íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå ϕ0(t) = 0 è ϕ0(t) = sin t;

Çàäà÷à 4. Ïîêàæåòå, ÷å èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå

x(t) =
1

2
t2 +

∫ t

0

sx(s)ds, t ∈ [0, a],

èìà òî÷íè åäíî ðåøåíèå. Íàìåðåòå òîâà ðåøåíè ïî ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëè-
æåíèÿ, êàòî çàïî÷íåòå îò x0 ≡ 0.
Çàäà÷à 5. Ïî ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåòå íòåãðàëíèòå óðàâíåíèÿ:

à) ϕ(s) = ϕ(s) +

∫ 2π

0

sin(s+ t)y(t)ds, èçáåðåòå íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå ϕ0(t) = 0;

á) ϕ(s) = ϕ(s) +

∫ 1

0

(s− t)2y(t)ds, èçáåðåòå íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå ϕ0(t) = 0.

10.2.4 Ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 10.11 Íåêà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè:

(41)
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0.

Íåêà f å íåïðåêúñíàòà â íÿêîÿ îáëàñò G ñúäúðæàùà òî÷êàòà (x0, y0) è å Ëèïøèöîâà ïî
âòîðàòà ñè ïðîìåíëèâà â òàçè îêîëíîñò, ò.å.

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤M |y1 − y2|.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà d > 0, òàêà ÷å â èíòåðâàëà [x0 − d, x0 + d] çàäà÷àòà íà Êîøè (41)
èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå y(x).

Äîêàçàòåëñòâî: Çàäà÷àòà íà Êîøè å åêâèâàëåíòíà íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå

ϕ(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, ϕ(t))dt.
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Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà f ñëåäâà ÷å |f(x, y)| ≤ K çà íÿêîÿ îêîëíîñò G1 íà
òî÷êàòà (x0, y0). Ìîæåì äà èçáåðåì d > 0 òàêà ÷å äà áúäàò èçïúëíåíè ñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ:
1) àêî |x− x0| < d è |y − y0| < d, òî (x, y) ∈ G1

2) Md < 1.
Íåêà îçíà÷èì ñ C ïðîñòðàíñòâîòî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè â èíòåðâàëà [x0−d, x0 +d]

è óäîâëåòâîðÿâàùè íåðàâåíñòâîòî |ϕ(x) − y0| ≤ Kd ôóíêöèè ϕ, ñ ðàçñòîÿíèå ρ(ϕ1, ϕ2) =
maxx |ϕ1(x) − ϕ2(x)|. Ïðîñòðàíñòâîòî C å ïúëíî ïîíåæå å çàòâîðåíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà

C[x0−d,x0+d]. Íåêà ðàçãëåäàìå èçîáðàæåíèåòî Tϕ = y0 +

∫ x

x0

f(t, ϕ(t))dt, êúäåòî |x− x0| < d.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å T : C → C. Íàèñòèíà

|Tϕ− y0| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t, ϕ(t))dt

∣∣∣∣ ≤ Kd.

Îò íåðàâåíñòâàòà

|Tϕ1 − Tϕ2| =

∣∣∣∣∫ x

x0

(f(t, ϕ1(t))− f(t, ϕ2(t)))dt

∣∣∣∣
≤

∫ x

x0

|f(t, ϕ1(t))− f(t, ϕ2(t))|dt ≤Mdmax
x
|ϕ1(x)− ϕ2(x)|.

Îò óñëîâèåòî Md < 1 ñëåäâà, ÷å èçîáðàæåíèåòî T å ñâèâàùî è ñëåäîâàòåëíî óðàâíåíèåòî
Tϕ = ϕ èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâîòî C, êîåòî ìîæå äà ñå ïîëó÷è ïî ìåòîäà
íà ïîñðåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ.

Òåîðåìà 10.12 Íåêà (X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A,B : X → X ñà ñâèâàùè
èçîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà:

ρ(Ax,Ay) ≤ kAρ(x, y) ρ(Bx,By) ≤ kBρ(x, y).

Àêî ñúùåñòâóâà ε > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x ∈ X å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî ρ(Ax,Bx) < ε,
òî íåïîäâèæíèòå òî÷êè xA, xB, çà èçîáðàæåíèÿòà A,B óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâî-

òî ρ(xA, xB) ≤ ε

1−max{kA, kB}
.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà xA å íåïîäâèæíàòà òî÷êà çà èçîáðàæåíèåòî A. Ðåäèöàòà yn =
Bn(xA) å ñõîäÿùà êúì íåïîäâèæíàòà òî÷êà xB íà èçîáðàæåíèåòî B. Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä
ïðè n→∞ â íåðàâåíñòâàòà:

ρ(xA, yn) ≤ ρ(xA, y1) + ρ(y1, y2) + · · ·+ ρ(yn−1, yn)

≤ ρ(xA, BxA)(1 + kB + (kB)2 + · · ·+ (kB)n−1) ≤ ρ(xA, BxA)

1− kB
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ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

ρ(xA, xB) ≤ ρ(xA, BxA)

1− kB
=
ρ(AxA, BxA)

1− kB
<

ε

1−max{kA, kB}
.

�

Òåîðåìà 10.13 Íåêà ðàçãëåäàìå çàäà÷èòå íà Êîøè:

(42)
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0

è

(43)
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y1.

Íåêà f å íåïðåêúñíàòà â íÿêîÿ îáëàñò G ñúäúðæàùà òî÷êàòà (x0, y0) è (x1, y1) è å Ëèï-
øèöîâà ïî âòîðàòà ñè ïðîìåíëèâà â òàçè îêîëíîñò, ò.å.

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ K|y1 − y2|.

Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0 îò íåðàâåíñòâîòî |y0 − y1| ñëåäâà íåðàâåíñòâîòî

max
x∈[a,b]

|y0(x)− y1(x)| ≤ ε

1−K(b− a)
.

Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà íåïîñðåäñòâåíî îò Òåîðåìà 10.13, êúäåòî îïåðàòîðèòå A,B
ñà äåôèíèðàíè ÷ðåç

Aϕ = y0 +

∫ x

x0

f(t, ϕ(t))dt, Bϕ = y1 +

∫ x

x0

f(t, ϕ(t))dt

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Ïî ìåòîäà íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåòå îáèêíîâåíèòå äèôåðåí-
öèàëíè óðàâíåíèÿ:

à) y
′
(x) = ex, y(0) = 1; á) y

′
(x) = ex

2
lny, y(0) = 0; â) y

′
(x) =

2xy2

1− x2
, y(0) = 1;

ã) y
′
(x) =

1

x+ 2y
, y(0) = −1; ä) y

′
(x) =

y

x
+ x2, y(1) = 1;

å) y
′
(x) = ycotgx+ 2x sinx, y(0) = 0; æ) y

′
(x) =

2xy2

1− x2
, y(0) = 1; 3.8) y

′
(x) = −y2, y(0) = 0;

ç) y
′
(x) = y2 + 3x2 − 1, y(1) = 1; è) y

′
(x) = y + ey−1, y(0) = 1;

�è) y
′
(x) = +x sin y, y(π) = 2π;

Çàäà÷à 2. Íàìåðåòå èíòåðâë â êîéòî îáèêíîâåíèòå äèôåðåíöèÿëíè óðàâíåíèÿ èìàò ðå-
øåíèå:
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à) y
′
(x) = x+ y − 3, y(0) = 0; á) y

′
(x) = 2y − 2− x, y(1) = 1;

â) y
′
(x) = x+ ey, y(1) = 0;

Çàäà÷à 3. Çà êîè a ≤ 0 ≤ b èçîáðàæåíèåòî T : C[a,b] → C[a,b] äåôèíèðàíî ÷ðåç:

T (f)(x) = 1 +

∫ x

0

2tf(t)dt

å ñâèâàùî.Äîêàæåòå, ÷å äèôåðåíöèÿëíîòî óðàâíåíèå:

y
′
= 2xy, y(0) = 1

èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå â íÿêîé èíòåðâàë ñúäúðæàù 0.
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11 Êîìïàêòíîñò

×åñòî ñðåùàíà öåë â àíàëèçà å äà ñå îáîáùàâàò ñâîéñòâà íà íÿêîé ôóíêöèè, êîèòî ñà
â ñèëà çà âñÿêà òî÷êà îò ìàëêî ïîäìíîæåñòâî íà äåôèíèöèîííîòî ìíîæåñòâî, òàêà ÷å
ñâîéñòâîòî äà ñå óäîâëåòâîðÿâà â öÿëîòî ìíîæåñòâî. Ìîæåì äà êàæåì, ÷å ñå îïèòâàìå
äà íàïðàâèì ãëîáàëíè èçâîäè îò ëîêàëíà èíôîðìàöèÿ. Åñòåñòâåíî ñúùåñòâåíè ñà êàêòî
ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèÿòà, êîèòî èñêàìå äà îáîáùèì, òàêà è ñâîéñòâàòà íà ïîäìíîæåñòâîòî,
êîåòî èçïîëçâàìå çà îáîáùàâàíå. Ùå äàäåì ñëåäíèÿ ïðèìåð çà äà èëþñòðèðàìå ãîðíèòå
äóìè

11.1 Ëîêàëíè è ãëîáàëíè ñâîéñòâà íà ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 11.1 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : A ⊂ R→ R å ëîêàëíî îãðàíè÷åíà, àêî çà
âñÿêî x ∈ R ñúùåñòâóâàò δx, Mx, òàêèâà ÷å |f(y)| ≤Mx çà âñÿêî y ∈ [x− δx, x+ δx] ∩ A.

Îïðåäåëåíèå 11.2 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : A ⊂ R→ R å îãðàíè÷åíà, àêî ñúùåñòâó-
âà M , òàêèâà ÷å |f(y)| ≤M çà âñÿêî y ∈ A.

Ìîæåì äà ñå çàïèòàìå ïðè êàêâè óñëîâèÿ îò ëîêàëíàòà îãðàíè÷åíîñò íà ôóíêöèÿòà
f ùå ñëåäâà îãðàíè÷åíîñòà íà ôóíêöèÿòà â ïî�ãîëÿìî ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 11.1 Íåêà f(x) =
1

x
. Òîãàâà f å ëîêàëíî îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëà (0, 1), íî íå å

îãðàíè÷åíà â íåãî.

Íàèñòèíà ïîëàãàìå çà âñÿêî x ∈ (0, 1): δx = x/2 è Mx = 2/x. Ïðîáëåìúò ñ ëèïñàòà íà
îãðàíè÷åíîñò èäâà îò ôàêòà, ÷å â ãðàíè÷íàòà òî÷êà 0 íà ìîíæåñòâîòî (0, 1) ôóíêöèÿòà íå
å äåôèíèðàíà è å íåîãðàíè÷åíà. Òîâà ìîæå äà ñå èçáåãíå, àêî âçåìåì çàòâîðåí èíòåðâàë.

Ïðèìåð 11.2 Íåêà f(x) =
1

x
. Òîãàâà f å ëîêàëíî îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëà [ε, 1] è å îãðà-

íè÷åíà â öåëèÿ èíòðåâàë [ε, 1].

Íàèñòèíà èçáèðàìå M = 1/ε.

Ïðèìåð 11.3 Íåêà f(x) = x. Òîãàâà f å ëîêàëíî îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëà [0,∞), íî íå å
îãðàíè÷åíà â öåëèÿ èíòðåâàë [0,∞).

Íàèñòèíà ïîëàãàìå çà âñÿêî x ∈ [0,+∞): δx = 1 è Mx = x + 1. Èíòåðâàëúò [0,∞) çà
ðàçëèêà îò Ïðèìåð 11.1 å çàòâîðåí è ñúäúðæà âñè÷êèòå ñè ãðàíè÷íè òî÷êè, íî å ½òâúðäå
ãîëÿì�.

Ïðèìåð 11.4 Íåêà f(x) = x. Òîãàâà f å ëîêàëíî îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëà [0, N ] è å îãðà-
íè÷åíà â öåëèÿ èíòðåâàë [0, N ].

Íàèñòèíà èçáèðàìå M = N .
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11.2 Êîìïàêòíîñò è ðàâíîìåðíà îãðàíè÷åíîñò â R

Òåîðåìà 11.1 Íåêà f(x) : R→ R å ëîêàëíî îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ â ìíîæåñòâîòî A ⊂ R.
Àêî A å îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî, òîãàâà f å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â A.

Îïðåäåëåíèå 11.3 Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî A ⊂ R ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Áîë-
öàíî�Âàéåðùðàñ, àêî âñÿêà ðåäèöà îò òî÷êè îò A èìà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà ñ ãðàíèöà
òî÷êà îò A.

Ïðèìåð 11.5 Àêî A ⊂ R å êðàéíî ìíîæåñòâî, òî A ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Áîëöàíî�
Âàéåðùðàñ.

Ïðèìåð 11.6 Ìíîæåñòâîòî N íå ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Áîëöàíî�Âàéåðùðàñ.

Ïðèìåð 11.7 Ìíîæåñòâîòî
{

1
n

}
n∈Z íå ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Áîëöàíî�Âàéåðùðàñ.

Òåîðåìà 11.2 Ìíîæåñòâîòî A ⊂ R ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Áîëöàíî�Âàéåðùðàñ,
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å çàòâîðåíî è îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 11.1 ñ èçïîëçâàíå íà Òåîðåìà 11.2: Äà äîïóñíåì ïðî-
òèâíîòî, ò.å. f íå å îãðàíè÷åíà â öÿëîòî ìíîæåñòâî A ⊂ R. Òîãàâà çà âñÿêî n ∈ N ñú-
ùåñòâóâà xn ∈ A, òàêà ÷å |f(xn)| > n. Íåêà {xn}∞n=1 å ðåäèöà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî
|f(xn)| > n çà âñÿêî n ∈ N. Îò Òåîðåìà 11.2 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ïîäðåäèöà {xnk

}∞k=1,
òàêàâà ÷å limk→∞ xnk

= y ∈ A. Îò ëîêàëíàòà îãðàíè÷åíîñò íà ôóíêöèÿòà f ñëåäâà, ÷å
ñúùåñòâóâàò δy è My, òàêà ÷å |f(xn)| < My çà âñÿêî xn ∈ [y − δy, y + δy]. Îò ñõîäèìîñòòà
íà ðåäèöàòà {xnk

}∞k=1 ñëåäâà ÷å ñúùåñòâóâà k0 ∈ N, òàêà ÷å k0 > My è çà âñÿêî nk > k0

èçïúëíåíî xnk
∈ [y − δy, y + δy]. Òàêà ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå k0 < nk < |f(nk)| < My. �

Îïðåäåëåíèå 11.4 Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî A ⊂ R ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Õàéíå�
Áîðåë, àêî îò âñÿêî îòâîðåíî ïîêðèòèå íà A ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå.

Ïðèìåð 11.8 Àêî A ⊂ R å êðàéíî ìíîæåñòâî, òî A ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Õàéíå�
Áîðåë.

Ïðèìåð 11.9 Ìíîæåñòâîòî N íå ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Õàéíå�Áîðåë.

Íåêà ðàçãëåäàìå ïîêðèòèåòî (n− 1/3, n+ 1/3), n ∈ N.

Ïðèìåð 11.10 Ìíîæåñòâîòî
{

1
n

}
n∈Z íå ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Õàéíå�Áîðåë.

Ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà îò èíòåðâàëè

(
1

n
− 1

4n
,

1

n
+

1

4n

)
. Î÷åâèäíî, ÷å{

1

n

}
n∈Z
⊂
∞⋃
n=1

(
1

n
− 1

4n
,

1

n
+

1

4n

)

è íå ñúùåñòâóâà êðàéíî ìíîæãåñòâî A, òàêà ÷å

{
1

n

}
n∈Z
⊂
⋃
n∈A

(
1

n
− 1

4n
,

1

n
+

1

4n

)
.
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Òåîðåìà 11.3 Ìíîæåñòâîòî A ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Õàéíå�Áîðåë, òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî å çàòâîðåíî è îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 11.1 ñ èçïîëçâàíå íà Òåîðåìà 11.3: Îò óñëîâèåòî, ÷å f
å ëîêàëíî îãðàíè÷åíà ñëåäâà ÷å çà âñÿêî x ∈ A ñúùåñòâóâà îòâîðåí èíòåðâàë Ix è ÷èñëî
MX , òàêèâà ÷å |f(y)| < Mx çà âñÿêî y ∈ Ix. Ñúâêóïíîñòòà {Ix}x∈A å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà
A, ñëåäîâàòåëíî îò Òåîðåìà 11.3 ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäïîêðèòèå {Ixi}ni=1.
Íåêà ïîëîæèì M = max{Mx1 , . . . ,Mxn}. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ A ñúùåñòâóâà i ∈ N, i ≤ n,
òàêà ÷å x ∈ Ixi . Ñëåäîâàòåëíî |f(x)| ≤Mxi < M . �

Îïðåäåëåíèå 11.5 Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà îò ìíîæåñòâîòî {An}∞n=1 e ðåäèöà îò âëî-
æåíè åäèí â äðóã èíòåðâàëè, àêî

A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . An ⊃ An+1 ⊃ . . .

Îïðåäåëåíèå 11.6 Êàçâàìå, ÷å ðåäèöàòà {An}∞n=1 îò âëîæåíè åäèí â äðóã èíòåðâàëè

ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Êàíòîð, àêî
∞⋂
n=1

An 6= ∅.

Ïðèìåð 11.11 Àêî An = (4− 1/n, 5 + 1/n) çà n ∈ N, òî
∞⋂
n=1

An = [4, 5].

Ïðèìåð 11.12 Àêî An = [−1/n, 1/n] çà n ∈ N, òî
∞⋂
n=1

An = {0}.

Ïðèìåð 11.13 Àêî An = (0, 1/n) çà n ∈ N, òî
∞⋂
n=1

An = ∅.

Ïðèìåð 11.14 Àêî An = [n,∞) çà n ∈ N, òî
∞⋂
n=1

An = ∅.

Òåîðåìà 11.4 Âñÿêà ðåäèöà {An}∞n=1 îò âëîæåíè åäèí â äðóã, çàòâîðåíè è îãðàíè÷åíè
èíòåðâàëè ïðèòåæàâà ñâîéñòâîòî íà Êàíòîð.

Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 11.1 ñ èçïîëçâàíå íà Òåîðåìà 11.4: Äà äîïóñíåì, ÷å f
íå å îãðàíè÷åíà â ìíîæåñòâîòî A. Îò óñëîâèåòî, ÷å A å îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî ñëåäâà ÷å
ñúùåñòâóâàò a, b ∈ R, òàêà ÷å A ⊂ [a, b]. Íåêà ðàçäåëèì [a, b] íà äâà èíòåðâàëà ñ äúëæèíà
b−a

2
. Îò äîïóñêàíåòî, ÷å f íå å îãðàíè÷åíà â ìíîæåñòâîòî A ñëåäâà, ÷å f íå å îãðàíè÷åíà

â åäèíèÿ îò ïîëó÷åíèòå èíòåðâàëèòå. Íåêà îçíà÷èì òîçè èíòåðâàë ñ [a1, b1]. Ìîæåì äà
èçâúðøèì ñúùàòà ïðîöåäóðà ñ íîâîïîëó÷åíèÿ èíòåðâàë [a1, b1] è äà ïîëó÷èì èíòåðâàëà
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[a2, b2] â êîéòî f íå å îãðàíè÷åíà. Òîé èìà äúëæèíà b−a
22
. Èíäóêòèâíî ïîëó÷àâàìå ðåäè-

öà {[an, bn]}∞n=1 îò âëîæåíè åäèí â äðóã çàòâîðåíè èíòåðâàëè ñ bn − an = b−a
2n

è f íå å
îãðàíè÷åíà â [an, bn]∩A. Îò Òåîðåìà 11.4 ñëåäâà ÷å ñúùåñòâóâà x ∈ ∩∞n=1[an, bn]. Îò ëîêàë-
íàòà îãðàíè÷åíîñò íà f ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò δx è Mx, òàêèâà ÷å |f(y)| ≤ Mx çà âñÿêî
y ∈ (x−δx, x+δx)∩A. Ñúùåñòâóâà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n ∈ N, òàêà ÷å [an, bn] ⊂ (x−δx, x+δx),
êîåòî ïðîòèâîðå÷èå. �

11.3 Êîìïàêòíîñò â òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Êàêòî âèäÿõìå â ïðåäèøíèÿ ïàðàãðàô, ôóíäàìåíòàëíà ðîëÿ â àíàëèçà èãðàå ëåìàòà íà
Õàéíå�Áîðåë, ÷å îò ïðîèçâîëíî ïîêðèòèå íà çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a, b] ñ îòâîðåíè èí-
òåðâàëè ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå. Çà ïðîèçâîëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî
ëåìàòà íà Õàéíå�Áîðåë íå å âÿðíà, íî ìàæåì äà å ïðèåìåì çà äåôèíèöèÿ çà êîìïàêòíî
ìíîæåñòâî.

Ùå ïðåäïî÷åòåì äà ðàçãëåäàìå îáîáùåíèå íà ëåìàòà íà Õàéíå�Áîðåë ïúðâî ïðîèç-
âîëíè òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 11.7 Íåêà (T, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ T . Îòâîðåíî ïîêðè-
òèå íà A íàðè÷àìå ñúâêóïíîñò {Gγ}γ∈Γ îò îòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà íà T , òàêèâà ÷å

A ⊂
⋃
γ∈Γ

Gγ. Ïîäïîêðèòèå íà {Gγ}γ∈Γ å âñÿêî ïîäìíîæåñòâî {Gγ}γ∈Γ∗⊂Γ, êîåòî å ñúùî

ïîêðèòèå íà A. Àêî èíäåêñíîòî ìíîæåñòâî Γ∗ å êðàéíî, êàçâàìå, ÷å {Gγ}γ∈Γ∗ å êðàéíî
ïîäïîêðèòèå íà A.

Îïðåäåëåíèå 11.8 Êàçâàìå, ÷å òîïîëîãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ) å êîìïàêòíî, àêî
îò ïðîèçâîëíî íåãîâî îòâîðåíî ïîêðèòèå ìîæå äà ñå èçáåðå êðàéíî ïîäïîêðèòèå.

Îïðåäåëåíèå 11.9 Âñÿêî êîìïàêòíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî (T, τ), êîåòî óäîâëåò-
âîðÿâà àêñèîìàòà çà îòäåëèìîñò íà Õàóñäîðô íàðè÷àìå êîìïàêò.

Îïðåäåëåíèå 11.10 Êàçâàìå ,÷å ñèñòåìàòà îò ïîäìíîæåñòâà {Aγ}γ∈Γ íà òîïîëîãè÷-

íîòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ) å öåíòðèðàíà, àêî âñÿêî êðàéíî ñå÷åíèå
n⋂
i=1

Aγi å íåïðàçíî ìíî-

æåñòâî.

Òåîðåìà 11.5 Òîïîëîãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ) å êîìïàêòíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî âñÿêà öåíòðèðàíà ñèñòåìà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà èìà íåïðàçíî ñå÷åíèå.

Äîêàçàòåëñòâî: (⇒)Íåêà {Fγ}γ∈Γ å öåíòðèðàíà ñèñòåìà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà â T è
íåêà T å êîìïàêòíî. Ìíîæåñòâàòà Gγ = X\Fγ ñà îòâîðåíè. Îò óñëîâèåòî, ÷å {Fγ}γ∈Γ å

öåíòðèðàíà, ò.å. âñÿêî êðàéíî ñå÷åíèå
n⋂
i=1

Fγi å íåïðàçíî ìíîæåñòâî ñëåäâà, ÷å íèêîÿ êðàéíà
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ñèñòåìà Gγi = X\Fγi íå ïîêðèâà öÿëîòî T . Îò óñëîâèåòî, ÷å T å êîìïàêòíî ñëåäâà, ÷å è

{Gγ}γ íå ïîêðèâà T , êîåòî îçíà÷àâà, ÷å
⋂
γ∈Γ

Fγ 6= ∅.

(⇐) Íåêà âñÿêà öåíòðèðàíà ñèñòåìà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà èìà íåïðàçíî ñå÷åíèå è
{Gγ}γ∈Γ å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà T . Ïîëàãàìå Fγ = X\Gγ, òîãàâà

⋂
γ∈Γ

Fγ = ∅ è ñëåäîâàòåëíî

{Fγ}γ∈Γ íå ìîæå äà áúäå öåíòðèðàíà ñèñòåìà îò ìíîæåñòâà, ò.å. ñúùåñòâóâàò Fγ1 , . . . , Fγn ,

òàêà ÷å
n⋂
i=1

Fγi = ∅. Ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâàòà Gγi = X\Fγi , i = 1, . . . , n îáðàçóâàò êðàéíî

ïîäïîêðèòèå íà T . �

Ïðèìåð 11.15 Íåêà äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâàòà [n,+∞), n ∈ N.

Î÷åâèäíî, ÷å òîâà å öåíòðèðàíà ñèñòåìà îò ìíîæåñòâà, çàùîòî
n⋂
k=1

[mk,+∞) = [m,+∞),

êúäåòî m = max{mk : k = 1, . . . n}. Îò äðóãà ñòðàíà âåäíàãà ñå âèæäà, ÷å
∞⋂
k=1

[k,+∞) = ∅.

Òåîðåìà 11.6 Àêî (T, τ) å êîìïàêòíî ïðîñòðàíñòâî, òî âñÿêî íåãîâî áåçêðàéíî ïîäì-
íîæåñòâî èìà ïîíå åäíà ãðàíè÷íà òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ÷å T ñúäúðæà áåçêðàéíî ìíîæåñòâî A áåç
ãðàíè÷íà òî÷êà. Òîãàâà îò íåãî ìîæåì äà èçáåðåì èçáðîèìî ïîäìíîæåñòâî A = {xi}∞i=1,
êîåòî ñúùî íÿìà äà èìà ãðàíè÷íà òî÷êà. Òîãàâà ìíîæåñòâàòà An = {xi}∞i=n îáðàçóâàò
öåíòðèðàíà ñèñòåìà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà â T , êîèòî èìàò ïðàçíî ñå÷åíèå. Òàêà ñòèãàìå
äî ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî, ÷å T å êîìïàêòíî. �

Òåîðåìà 11.7 Âñÿêî çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà êîìïàêòíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñ-
òâî å êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà F å çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî â êîìïàêòíîòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ) è
{Fγ}γ∈Γ å ïðîèçâîëíà öåíòðèðàíà ñèñòåìà îò çàòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà â F . Òîãàâà {Fγ}γ∈Γ

ñà çàòâîðåíè è â T , ò.å. {Fγ}γ∈Γ å öåíòðèðàíà ñèñòåìà îò çàòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà â T .

Ñëåäîâàòåëíî
⋂
γ∈Γ

Fα 6= ∅ è îò òóê ïîëó÷àâàìå, ÷å F å êîìïàêòíî. �

Òâúðäåíèå 11.1 Âñÿêî çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà êîìïàêò å êîìïàêò.

Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò Òåîðåìà 11.7 è ôàêòà, ÷å âñÿêî ïîäïðîñòðàíñòâî íà õàóñ-
äîðôîâî ïðîñòðàíñòâî å õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî.

137



Òâúðäåíèå 11.2 Âñåêè êîìïàêò å çàòâîðåí âúâ âñÿêî ñúäúðæàùî ãî õàóñäîðôîâî òîïî-
ëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Òâúðäåíèÿ 11.1 è 11.2 ïîêàçâàò, ÷å â êëàñà íà õàóñäîðôîâèòå ïðîñòðàíñòâà êîì-
ïàêòíîñòòà å âúòðåøíî ñâîéñòâî çà ïðîñòðàíñòâîòî, ò.å. âñåêè êîìïàêò îñòàâà êîìïàêò
íåçàâèñèìî â êîëêî ãîëÿìî õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ãî ðàçãëåæäàìå.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà K å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî â õàóñäîðôîâîòî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàí-
ñòâî (T, τ) è íåêà z 6∈ K. Çà âñÿêî x ∈ K ñúùåñòâóâàò îêîëíîñò Ux íà òî÷êàòà x è îêîëíîñò
Vx íà òî÷êàòà y, òàêèâà ÷å Ux

⋂
Vx = ∅. Ñúâêóïíîñòòà {Ux}x∈K îáðàçóâàò îòâîðåíî ïîê-

ðèòèå çà K è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäïîêðèòèå {Uxi}ni=1. Íåêà äà ïîëîæèì

V =
n⋂
i=1

Vxi . Òîãàâà V å îêîëíîñò íà òî÷êàòà y è V
⋂( n⋃

i=1

Uxi

)
= ∅. Ñëåäîâàòåëíî y 6∈ K è

ñëåäîâàòåëíî K å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî. �

Òåîðåìà 11.8 Âñåêè êîìïàêò å ðåãóëÿðíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà y 6∈ X å ïðîèçâîëíà òî÷êà. Ñïîðåä Òâúðäåíèå 11.1 ñëåäâà ÷å X å
êîìïàêò. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ X ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè Uy íà òî÷êàòà y è Vx íà òî÷êàòà
x, òàêèâà ÷å Uy

⋂
Vx = ∅. Ñúâêóïíîñòòà {Vx}x∈X å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà X è ñëåäîâà-

òåëíî ñúùåñòâóâà êðàéíî îòâîðåíî ïîäïîêðèòèå {Vxi}ni=1. òîãàâà V =
n⋃
i=1

Vxi å îòâîðåíî

ìíîæåñòâî ñúäúðæàùî X è V
⋂
Uy = ∅. �

Òåîðåìà 11.9 Âñåêè êîìïàêò å íîðìàëíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïîâòàðÿìå ðàçñúæäåíèÿòà îò Òåîðåìà 11.8 çà âñÿêî y ∈ Y , çàùîòî àêî
y ∈ Y , òî y 6∈ X. Ñïîðåä Òâúðäåíèå 11.1 ñëåäâà ÷å X å êîìïàêò. Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ X
ñúùåñòâóâàò îêîëíîñòè Uy íà òî÷êàòà y è V

(y)
x íà òî÷êàòà x, òàêèâà ÷å Uy

⋂
V

(y)
x = ∅.

Ñúâêóïíîñòòà {V (y)
x }x∈X å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà X è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà êðàéíî

îòâîðåíî ïîäïîêðèòèå {V (y)
xi }ni=1. Òîãàâà V

(y) =
n⋃
i=1

V (y)
xi

å îòâîðåíî ìíîæåñòâî ñúäúðæàùî

X è V (y)
⋂
Uy = ∅.

Ñúâêóïíîñòòà {Uy}y∈Y å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà Y è ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà êðàéíî

îòâîðåíî ïîäïîêðèòèå {Uyi}mi=1. Òîãàâà V =
m⋂
i=1

V (yi) å îòâîðåíî ìíîæåñòâî ñúäúðæàùî Y ,

U =
m⋃
i=1

U(xi) å îòâîðåíî ìíîæåñòâî ñúäúðæàùî X è V
⋂
U = ∅. �

Îïðåäåëåíèå 11.11 Êàçâàìå, ÷å òîïîëîãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ) å èçáðîèìî�êîìïàêòíî,
àêî âñÿêî íåãîâî áåçêðàéíî ïîäìíîæåñòâî èìà ïîíå åäíà ãðàíè÷íà òî÷êà.
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Òåîðåìà 11.10 Òîïîëîãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ) å èçáðîèìî êîìïàêòíî òîãàâà è ñà-
ìî òîãàâà êîãàòî å èçïúëíåíî åäíî îò óñëîâèÿòà:
à) âñÿêî èçáðîèìî îòâîðåíî ïîêðèòèå íà T ñúäúðæà êðàéíî ïîäïîêðèòèå;
á) âñÿêà èçáðîèìà öåòðèðàíà ñèåñòåìà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà â T èìà íåïðàçíî ñå-
÷åíèå.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò çàêîíèòå íà Äå Ìîðãàí ñëåäâà, ÷å óñëîâèÿ à) è á) ñà åêâèâàëåíòíè.
(⇒) Íåêà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ÷å T íå å èçáðîèìî�êîìïàêòíî. Òîãàâà T ñúäúðæà

áåçêðàéíî ìíîæåñòâî A áåç ãðàíè÷íà òî÷êà. Òîãàâà îò íåãî ìîæåì äà èçáåðåì èçáðîèìî
ïîäìíîæåñòâî A = {xi}∞i=1, êîåòî ñúùî íÿìà äà èìà ãðàíè÷íà òî÷êà. Òîãàâà ìíîæåñòâàòà
An = {xi}∞i=n å èçáðîèìî öåíòðèðàíà ñèñòåìà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà â T , êîèòî èìàò
ïðàçíî ñå÷åíèå. Òàêà ñòèãàìå äî ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåòî, ÷å T å èçáðîèìî�êîìïàêòíî.

(⇐) Íåêà T å èçáðîèìî�êîìïàêòíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî è {Fn}∞n=1 å èçáðîèìà

öåíòðèðàíà ñèñòåìà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà. Ùå äîêàæåæåì, ÷å
∞⋂
n=1

6= ∅.

Íåêà äà ïîëîæèì Φn =
n⋂
i=1

Fi. Ìíîæåñòâàòà Φn ñà çàòâîðåíè íåïðàçíè ìíîæåñòâà,

çàùîòî ñèñòåìàòà {Fn}∞n=1 öåíòðèðàíà, Φ1 ⊇ Φ2 ⊇ Φ3 ⊇ · · · ⊇ Φn ⊇ Φn+1 ⊇ . . . è
∞⋂
n=1

Φn =

∞⋂
n=1

Fn.

Ñúùåñòâóâàò äâå âúçìîæíîñòè: 1) îò íÿêîå n0 ∈ N å â ñèëà âêëþ÷âàíåòî Φn0 =
Φn0+1 = . . . ; 2) Íå ñúùåñòâóâà n0 ∈ N, òàêà ÷å äà å â ñèëà âêëþ÷âàíåòî Φn0 = Φn0+1 = . . . .

1) Îò ôàêòà, ÷å Φn ñà íåïðàçíè ìíîæåñòâà ñëåäâà, ÷å
∞⋂
n=1

Φn =
∞⋂
n=1

Fn 6= ∅.

2) Ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî ìíîæåñòâà Φnk
, êîèòî íå ñúâïàäàò. Íåêà äà èçáåðåì

ðåäèöàòà xk ∈ Φnk
\Φnk+1

, êîÿòî å áåçêðàéíî ïîäìíîæåñòâî íà T . Îò èçáðîèìàòà êîìïàêò-
íîñò íà T ñëåäâà, ÷å ðåäèöàòà {xnk

}∞k=1 èìà ãðàíè÷íà òî÷êà. Îò ôàêòà, ÷å ìíîæåñòâàòà Φnk

ñà çàòâîðåíè ìíîæåñòâà è {xnk
}∞k=s ⊂ Φns ñëåäâà, ÷å ãðàíè÷íàòà òî÷êà x0 ïðåíàäëåæè íà

âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà Φnk
è ñëåäîâàòåëíî è íà âñÿêî îò ìíîæåñòâàòà Φn. Òàêà ïîëó÷èõìå,

÷å
∞⋂
n=1

Φn =
∞⋂
n=1

Fn. �

Òåîðåìà 11.11 Àêî òîïîëîãè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (T, τ) å ñ èçáðîèìà áàçà, òîãàâà èçá-
ðîèìàòà êîìïàêòíîñò è êîìïàêòíîñòòà ñúâïàäàò.

Äîêàçàòåëñòâî: Î÷åâèäíî, ÷å âñÿêî êîìïàêòíî òîïîëîãè÷íà ïðîñòðàíñòâî å èçáðîèìî
êàìïàêòíî. Àêî T å èçáðîèìî êîìïàêòíî è {Gγ}γ∈Γ å îòâîðåíî ïîêðèòèå íà T , òîãàâà îò
íàëè÷èåòî íà èçáðîèìà áàçà ñëåäâà, ÷å ìîæåì äà èçáåðåì èçáðîèìî ïîäïîêðèòèå {Gγi}∞i=1

(Òåîðåìà 7.5). �
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11.4 Êîìïàêòíîñò â ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà

Ïîðàäè ôàêòà, ÷å ìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà ñà ÷àñòåí ñëó÷àé íà òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàí-
ñòâà, òî òåîðåìèòå çà êîìïàêòíîñò â òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà ñà â ñèëà è çà ìåòðè÷íè
ïðîñòðàíñòâà Ùå äàäåì îùå åäèí êðèòåðèè çà êîìïàêòíîñò â ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà,
êîéòî íå ìîæå äà áúäå èçïîëçâàí â ïðîèçâîëíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî, ïîðàäè ôàêòà,
÷å èçïîëçâà ïîíÿòèåòî ðàçñòîÿíèå.

Îïðåäåëåíèå 11.12 Íåêà M å ìíîæåñòâî â ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) è ε > 0
ïðîèçâîëíî. Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî A ⊂ X å ε�ìðåæà çàM , àêî çà ïðîèçâîëíà òî÷êà
x ∈M ñúùåñòâóâà a ∈ A, òàêà ÷å ρ(x, a) ≤ ε.

Ïðèìåð 11.16 Òî÷êèòå ñ öåëî÷èñëåíè êîîðäèíàòè â R2
2 îáðàçóâàò 1/

√
2�ìðåæà.

Îïðåäåëåíèå 11.13 Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî M â ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ)
å íàïúëíî îãðàíè÷åíî, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà êðàéíà ε�ìðåæà çà M .

Îò Îïðåäåëåíèå 11.13 âåäíàãà ñëåäâà, ÷å íàïúëíî îãðàíè÷åíèòå ìíîæåñòâà ñà îãðà-
íè÷åíè. Îáðàòíîòî íå å âÿðíî.

Îò Îïðåäåëåíèå 11.13 âåäíàãà ñëåäâà, ÷å àêî åäíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî å íàïúëíî
îãðàíè÷åíî, òî òî å ñåïàðàáåëíî. Íàèñòèíà, íåêà ïîñòðîèì â íåãî êðàéíà 1/n�ìðåæà.
Îáåäèíåíèåòî ïî n íà âñè÷êèòå 1/n�ìðåæè å íàâñÿêúäå ãúñòî ìíîæåñòâî.

Òâúðäåíèå 11.3 Àêî ìíîæåñòâîòî M å íàïúëíî îãðàíè÷åíî, òî íåãîâîòî çàòâàðÿíå
M å ñúùî íàïúëíî îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà èçáåðåì ïðîèçâîëíî ε > 0. Ñúùåñòâóâà êðàéíà
ε

2
� ìðåæà {xk}nk=1.

Íåêà a ∈ M è a 6∈ M . Òîãàâà ñúùåñòâóâà b ∈ M , òàêîâà ÷å ρ(a, b) < ε/2. Îò òîâà, ÷å

{xk}nk=1 å
ε

2
� ìðåæà ñëåäâà ÷å ñúùåñòâóâà xi ∈ {xk}nk=1, òàêîâà ÷å ρ(b, xi) < ε/2. Òîãàâà îò

ρ(a, xi) ≤ ρ(a, b) + ρ(b, xi) < ε

ïîëó÷àâàìå, ÷å {xk}nk=1 å ε � ìðåæà çà M . �

Ïðèìåð 11.17 Â ïðîñòðàíñòâîòî Rn
2 ïúëíàòà îãðàíè÷åíîñò ñúâïàäà ñ îáèêíîâåíàòà

îãðàíè÷åíîñò.

Íàèñòèíà âñÿêî îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî ñå ñúäúðæà â íÿêîé êóá ñ öåíòúð êîîðäèíàòíîòî
íà÷àëî 0. Íåêà ðàçáèåì êóáà íà ìàëêè êóá÷åòà ñ ðåáðà ε. Âúðõîâåòå íà òåçè êóá÷åòà
îáðàçóâàò êðàéíà ε

√
n

2
�ìðåæà.

Ïðèìåð 11.18 Åäèíè÷íàòà ñôåðà S â ïðîñòðàíñòâîòî `2 å ïðèìåð íà îãðàíè÷åíî ìíî-
æåñòâî, êîåòî íå å íàïúëíî îãðàíè÷åíî.
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Ôèãóðà 53:

Íåêà ðàçãëåäàìå òî÷êèòå îò âèäà

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, . . . )
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, . . . )
e3 = (0, 0, 1, . . . , 0, . . . )
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
en = (0, 0, 0, . . . , 1, . . . )
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îò ρ2(en, em) =
√

2 ñëåäâà, ÷å åäèíè÷íîòî êúëáî B`2 íå ìîæå äà ñå ïîêðèå ñ êðàéíà ε�
ìðåæà çà ε <

√
2/2.

Îò Ïðèìåð 11.18 ñëåäâà ÷å åäèíè÷íîòî êúëáî B`2 íå å íàïúëíî îãðàíè÷åíî ìíîæåñ-
òâî. Ëåñíî ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å è çà ïðîèçâîëíî p ∈ [1,+∞) åäèíè÷íîòî êúëáî B`p íå å
íàïúëíî îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî.

Ïðèìåð 11.19 Íåêà â ïðîñòðàíñòâîòî `2 ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî Π äåôèíèðàíî ÷ðåç

Π = {{xn}∞n=1 : |x1| ≤ 1, |x2| ≤ 1/2, . . . , |xn| ≤ 1/2n−1, . . . }

Òîâà ìíîæåñòâî å èçâåñòíî îùå, êàòî Õèëáåðòîâà òóõëà. Ùå ïîêàæåì, ÷å Π å íàïúëíî
îãðàíè÷åíî.

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíà èçáðàíî. Èçáèðàìå n, òàêà ÷å 1/2n−1 ≤ ε/2. Íà âñÿêà
{xi}∞i=1 ∈ Π ñúïîñòàâÿìå òî÷êàòà

(44) x∗ = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . ).
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Òîãàâà

ρ(x, x∗) =

√√√√ ∞∑
i=n+1

x2
i ≤

√√√√ ∞∑
i=n

1

4k
<

1

2n−1
< ε/2.

Ìíîæåñòâîòî Π∗, ñúñòàâåíî îò òî÷êè îò âèäà (44) å íàïúëíî îãðàíè÷åíî, çàùîòî å îãðàíè-
÷åíî ìíîæåñòâî â Rn

2 . Èçáèðàìå â Π∗ êðàéíà ε/2�ìðåæà. ßñíî å ÷å òÿ å êðàéíà ε� ìðåæà
â Π.

Ïðèìåð 11.20 Ìíîæåñòâîòî A = Q ∩ [0, 1] å íàïúëíî îãðàíè÷åíî, íî íå å êîìïàêòíî.

Íàèñòèíà ðåäèöàòà îò òî÷êè

0, 0, 4, 0, 41, 0, 414, 0, 4142, . . . ,

êîÿòî å äåñåòè÷íèòå ïðèáëèæåíèÿ íà
√

2− 1. Òÿ íå èìà ãðàíè÷íà òî÷êà â ìíîæåñòâîòî A
è ñïîðåä Òåîðåìà 11.6 íå å êîìïàêòíî.

Òåîðåìà 11.12 Ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) å êîìïàêòíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
êîãàòî òî å åäíîâðåìåííî:
à) íàïúëíî îãðàíè÷åíî;
á) ïúëíî.

Äîêàçàòåëñòâî: (⇒) Íåêà (X, ρ) å êîìïàêòíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å
íå å íàïúëíî îãðàíè÷åíî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ε > 0, òàêîâà, ÷å äà íÿìà êðàéíà ε � ìðåæà â
X. Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíà òî÷êà x1 ∈ X òîãàâà ñúùåñòâóâà x2 ∈ X, òàêàâà ÷å ρ(x1, x2) > ε.
Â ïðîòèâåí ñëó÷àé x1 áè áèëà êðàéíà ε � ìðåæà â X. Ïî ñúùèòå ñúîáðàæåíèÿ ñúùåñòâóâà
x3 ∈ X, òàêàâà ÷å ρ(xi, x3) > ε çà i = 1, 2. Íåêà ñìå èçáðàëè {xi}ni=1, óäîâëåòâîðÿâàùè
óñëîâèÿòà ρ(xi, xj) > ε çà i, j = 1, 2, . . . n, i 6= j. Ñúùåñòâóâà xn+1 ∈ X, òàêà ÷å ρ(xi, xn+1) >
ε, çà âñÿêî i = 1, 2, . . . n. Ïî òîçè íà÷èí ìîæåì äà êîíñòðóèðàìå ðåäèöà {xi}∞i=1, òàêà ÷å
ρ(xi, xj) > ε çà i, j = 1, 2, . . .∞, i 6= j. Òàêà ïîñòðîåíàòà ðåäèöà íå ìîæå äà èìà ñõîäÿùà
ïîäðåäèöà, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà êîìïàêòíîñòòà íà X.

(⇐) ÍåêàX å íàïúëíî îãðàíè÷åíî è ïúëíî. Ùå ïîêàæåì, ÷å å êîìïàêòíî. Äîñòàòú÷íî
å äà óñòàíîâèì, ÷å âñÿêà ðåäèöà {xn}∞n=1 â íåãî èìà ïîíå åäíà ãðàíè÷íà òî÷êà.

Íåêà {xn}∞n=1 å ïðîèçâîëíà ðåäèöà îò òî÷êè íà X. Íåêà ïúðâî ïîñòðîèì êðàéíà 1 �
ìðåæà è îêîëî âñÿêà òî÷êà îò òàçè ìðåæà äà ïîñòðîèì çàòâîðåíî êúëáî ñ ðàäèóñ 1. Òîâà
ñà êðàåí áðîé êúëáà, êîèòî ïîêðèâàò X è ñëåäîâàòåëíî â ïîíå åäíî îò òÿõ, íàïðèìåð B1,
ùå ñå ñúäúðæà íÿêîÿ áåçêðàéíà ïîäðåäèöà {x(1)

n }∞n=1 íà {xn}∞n=1. Êúëáîòî B1 å êîìïàêòíî,
çàùîòî å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî íà êîìïàêòíî ìíîæåñòâî X. Íåêà èçáåðåì êðàéíà 1/2 �
ìðåæà â B1 è îêîëî âñÿêà òî÷êà îò òàçè ìðåæà äà ïîñòðîèì çàòâîðåíî êúëáî ñ ðàäèóñ 1/2.
Òîâà ñà êðàåí áðîé êúëáà, êîèòî ïîêðèâàò B1 è ñëåäîâàòåëíî â ïîíå åäíî îò òÿõ, íàïðèìåð
B2, ùå ñå ñúäúðæà íÿêîÿ áåçêðàéíà ïîäðåäèöà {x(2)

n }∞n=1 íà {x
(1)
n }∞n=1. Íåêà èçáåðåì êðàéíà

1/3 � ìðåæà â B2 è îêîëî âñÿêà òî÷êà îò òàçè ìðåæà äà ïîñòðîèì çàòâîðåíî êúëáî ñ
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ðàäèóñ 1/4. Òîâà ñà êðàåí áðîé êúëáà, êîèòî ïîêðèâàò B2 è ñëåäîâàòåëíî â ïîíå åäíî îò
òÿõ, íàïðèìåð B3, ùå ñå ñúäúðæà íÿêîÿ áåçêðàéíà ïîäðåäèöà {x(3)

n }∞n=1 íà {x
(2)
n }∞n=1 è ò.í.

Íåêà çàåäíî ñ âñÿêî îò êúëáàòà Bn ðàçãëåäàìå è êúëáàòà An, êîèòî ñà ñúñ ñúùèÿ
öåíòúð, íî ñ äâà ïúòè ïî-ãîëÿì ðàäèóñ. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ðåäèöàòà îò çàòâîðåíè
êúëáà {An}∞n=1 å ðåäèöà îò çàòâîðåíè âëîæåíè åäíî â äðóãî êúëáà, ñ ðàäèóñè êëîíÿùè

êúì íóëà. Îò ïúëíîòàòà íà ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî X ñëåäâà ÷å
∞⋂
n=1

An ñå ñúñòîè îò

åäèíñòâåíà òî÷êà x0. Òàçè òî÷êà å ãðàíè÷íà òî÷êà íà ðåäèöàòà {xn}∞n=1, ïîíåæå âñÿêà
íåéíà îêîëíîñò ñúäúðæà íÿêîå îò êúëáàòà Bk, à îò òàì è ïîäðåäèöàòà {x(k)

n }∞n=1. �

Òåîðåìà 11.13 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è K ⊂ Y ⊂ X. Ìíîæåñòâîòî K
å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà X, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å êîìïàêòíî ïîäìíî-
æåñòâî íà Y .

Îïðåäåëåíèå 11.14 Êàçâàìå, ÷å ïîäìíîæåñòâîòî A íà ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî
(X, ρ) å ïðåäêîìïàêòíî èëè îòíîñèòåëíî êîìïàêòíî, àêî íåãîâîòî çàòâàðÿíå A å êîì-
ïàêòíî.

Òâúðäåíèå 11.4 Ïîäìíîæåñòâîòî A íà ïúëíîòî ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) å
ïðåäêîìïàêòíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å íàïúëíî îãðàíè÷åíî.

11.5 Ñåêâèíöÿëíà êîìïàêòíîñò

Îïðåäåëåíèå 11.15 Íåêà å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ). Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî
K ⊂ X å ñåêâèíöÿëíî êîìïàêòíî, àêî âñÿêà íåãîâà ðåäèöà ñúäúðæà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà.

Ïðèìåð 11.21 Âñåêè çàòâîðåí îãðàíè÷åí èíòåðâàë â å ñåêâèíöÿëíî êîìïàêòåí

Ïðèìåð 11.22 Ìíîæåñòâîòî îò ðàöèîíàëíèòå ÷èñëà â èíòåðâàëà [0, 1] íå å ñåêâèí-
öÿëíî êîìïàêòíî

Íàïðèìåð ðåäèöàòà 0, 7, 0, 70, 0, 707, 0, 7071, 0, 70710, 0, 707106, êîÿòî å äåñåòè÷íîòî ïðè-
áëèæåíèå íà ÷åñëîòî 1/

√
2 íÿìà ñõîäÿùà êúì ðàöèîíàëíî ÷èñëî ïîäðåäèöà.

Òåîðåìà 11.14 Àêî ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (X, ρ) å ñåêâèíöÿëíî êîìïàêòíî, òî å
íàïúëíî îãðàíè÷åíî.

Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å (X, ρ) íå å íàïúëíî îãðàíè÷åíî. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà
ε0 > 0, òàêà ÷å â X íå ñúùåñòâóâà êðàéíà ε0�ìðåæà. Èçáèðàìå ïðîèçâîëíà òî÷êà x1 ∈ X.
Ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà òî÷êà x2 ∈ X, òàêàâà ÷å ρ(x1, x2) > ε0, â ïðîòèâåí ñëó÷àé x1 áè áèëà
ε0�ìðåæà. Ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà òî÷êà x3 ∈ X, òàêàâà ÷å ρ(x1, x3) > ε0 è ρ(x2, x3) > ε0,
â ïðîòèâåí ñëó÷àé x1, x2 áè áèëà ε0�ìðåæà. Àêî ñìå èçáðàëè âå÷å òî÷êèòå x1, . . . , xk, òî
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èçáèðàìå xk+1, òàêà ÷å ρ(xi, xk+1) > ε0, k = 1, . . . k. Òàçè êîíñòðóêöèÿ íè äàâà áåçêðàéíà
ðåäèöà {xk}∞k=1, êîÿòî íÿìà íå ñúäúðæà íèòî åäíà ôóíäàìåíòàëíà ïîäðåäèöà, çàùîòî
ρ(xi, xj) > ε0, i 6= j è ñëåäîâàòåëíî íå ñúäúðæà ñõîäÿùà ïîäðåäèöàíèòî. Òîãàâà X íå å
ñåêâèíöÿëíî êàìïàêòíî. �

Ñëåäñòâèå 11.1 Âñÿêî ñåêâèíöÿëíî êîìïàêòíî ìíîæåñòâî K â ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñ-
òâî (X, ρ) å îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî.

Ñëåäñòâèå 11.2 Âñÿêî ñåêâèíöÿëíî êîìïàêòíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî å êîìïàêòíî.

Òâúðäåíèå 11.5 Àêî (K, ρ) å ñåêâèíöÿëíî êîìïàêòíî ìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî, òî
K å ñåïàðàáåëíî.

Îò Òåîðåìà 11.14 ñëåäâà, ÷å K å íàïúëíî îãðàíè÷åíî. Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî m ∈ N
ñúùåñòâóâà êðàéíà 1/m�ìðåæà (xm,1, xm,2, . . . , xm,nm), ò.å

K ⊂
nm⋃
i=1

B(1/m, xm,i).

Ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè

A = (x1,1, x1,2, . . . , x1,n1 , x2,1, x2,2, . . . , x2,n2 , . . . , xm,1, xm,2, . . . , xm,nm , . . . )

å èçáðîèìî è íàâñÿêúäå ãúñòî â K. �

Òåîðåìà 11.15 Íåêà (X, τX) è (Y, τY ) ñà òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà, êàòî X å êîìïàêò,
à Y å õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî. Àêî f : X → Y å áèåêòèâíî è íåïðåêúñíàòî, òî ñëåäâà,
÷å è f−1 å íåïðåêúñíàòî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà F ⊂ K å çàòâîðåíî ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëíî F å êîìïàêòíî è
ñëåäîâàòåëíî V = f(F ) e êîìïàêòíî. Òîãàâà ïðàîáðàçà (f−1)−1 íà îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå
èçîáðàçÿâà çàòâîðåíèòå ìíîæåñòâà â çàòâîðåíè è ñëåäîâàòåëíî f−1 å íåïðåêúñíàòî. �

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Êîè ìíîæåñòâà â R ñà êîìïàêòíè:
[0, 1), [0,+∞), Q ∩ [0, 1], {

√
2}, {0} ∪ {1, /2, 1/3, . . . , 1/n, . . . }

11.6 Ñâîéñòâà íà êîìïàêòíèòå ìíîæåñòâà

Òåîðåìà 11.16 Íåêà (X, ρ) å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

à) Àêî {K1, . . . , Kn} ñà êîìïàêòíè ïîäìíîæåñòâà â X, òî
n⋃
i=1

Ki å êîìïàêòíî.

á) Íåêà {Kγ}γ∈Γ å ôàìèëèÿ îò êîìïàêòíè ïîäìíîæåñòâà â X, òîãàâà
⋂
γ∈Γ

Kγ å êîìïàê-

òíî.
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Äîêàçàòåëñòâî: à) Íåêà {K1, . . . , Kn} ñà êîìïàêòíè ïîäìíîæåñòâà â X è íåêà ε > 0 å
ïðîèçâîëíî èçáðàíî. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò ε�êðàéíè ìðåæè {xε,ji }

n(ε,j)
i=1 â Kj çà âñÿêî j =

1, 2, . . . n. Ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî
n⋃
j=1

(
{xε,ji }

n(ε,j)
i=1

)

å ε�êðàéíà ìðåæà çà
n⋃
i=1

Ki. Ñëåäîâàòåëíî
n⋃
i=1

Ki å íàïúëíî îãðàíè÷åíî è îò ôàêòà, ÷å

îáåäèíåíèåòî íà êðàåí áðîé ïúëíè ïðîñòðàíñòâà å ïúëíî ïðîñòðàíñòâî.
á) Íåêà {Kγ}γ∈Γ å ôàìèëèÿ îò êîìïàêòíè ïîäìíîæåñòâà â X ñëåäîâàòåëíî ñå÷åíèåòî

èì å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî. Îò ôàêòà, ÷å çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâà íà êîìïàêòíî ìíîæåñòâî
å êîìïàêòíî ñëåäâà, ÷å è ñå÷åíèåòî å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî. �

Ïðèìåð 11.23 Íåêà ðàçãëåäàìå R. Òîãàâà:

à)
n⋃
i=1

[ai, bi] å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî;

á)
n⋃

1=1

[n, n+ 1] íå å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî;

Òåîðåìà 11.17 Íåêà (X, ρX) è (Y, ρY ) ñà êîìïàêòíè ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Òîãàâà
ïðîñòðàíñòâîòî X × Y ñíàáäåíî ñ ìåòðèêàòà ρ((x1, y1), (x2, y2)) = ρX(x1, x2) + ρY (y1, y2)
å êîìïàêòíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà {(an, bn)}∞n=1 å ïðîèçâîëíà ðåäèöà â A × B. Îò êîìïàêòíîñòòà íà
A ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà {ank

}∞k=1 ñ ãðàíèöà â A. Îò êîìïàêòíîñòòà
íà B ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ñõîäÿùà ïîäðåäèöà {bnkj

}∞j=1 ñ ãðàíèöà â B. Ñëåäîâàòåëíî
ïîäðåäèöàòà {(ankj

, bnkj
)}∞j=1 å ñõîäÿùà â A×B. �

Òåîðåìà 11.18 Íåêà (X, ρ), (Y, d) ñà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòà è f : X → Y å íåïðåêúñíà-
òî èçîáðàæåíèå. Àêî X å êîìïàêòíî, òî è f(X) å êîìïàêòíî.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà (X, ρ) è (Y, d) ñà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà, êàòîX å êîìïàêòíî. Íåêà
f : X → Y å íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå. Íåêà {Vα}α å ïðîèçâîëíî ïîêðèòèå íà f(X) ñ
îòâîðåíè ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâàòà Uα = f−1(Vα) ñà îòâîðåíè è îáðàçóâàò ïîêðèòèå íà X.
Òîãàâà îò êîìïàêòíîñòòà íà X ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäïîêðèòèå U1, . . . , Un. Ñëåäîâàòåëíî
ìíîæåñòâàòà V1, . . . , Vn, êúäåòî Vi = f(Ui) îáðàçóâàò êðàéíî ïîäïîêðèòèå íà f(X). �

Ñëåäñòâèå 11.3 Íåêà (X, ρ) å êîìïàêòíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è f : X → R å íåï-
ðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå, òî f äîñòèãà òî÷íàòà ñè äîëíà è ãîðíà ãðàíèöà, ò.å. ñúùåñò-
âóâàò y è z, òàêà ÷å

f(y) = inf
x∈X

f(x) è f(z) = sup
x∈X

f(x).
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Äîêàçàòåëñòâî: Ñïîðåä Òåîðåìà 11.18 ñëåäâà, ÷å f(X) ⊂ R å êîìïàêòíî ìíîæåñòâà,
ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî f(X) å îãðàíè÷åíî è çàòâîðåíî è ñëåäîâàòåëíî ñúäúðæà íàé-
ãîëÿìàòà ymax è íàé-ìàëêàòà ymin ñè òî÷êè. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò xmax, xmin ∈ X,
òàêà ÷å f(xmin) = ymin ≤ f(x) ≤ ymax = f(xmax). �

Òåîðåìà 11.19 Íåêà (X, ρX), (Y, ρY ) ñà ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà è A ⊂ X å êîìïàêòíî
ìíîæåñòâà. Àêî f : A→ Y å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, òî f å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 è âñÿêî x ∈ A
ñàùåñòâóâà δx > 0, òàêà ÷å f(B(x, δx)) ⊂ B(f(x), ε/2). Ôàìèëèÿòà {B(x, δx/2)}x∈X å îò-
âîðåíî ïîêðèòèå çà A. Îò êîìïàêòíîñòòà íà A ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà êðàéíî ïîäïîêðè-
òèå {B(xk, δxk/2)}nk=1. Íåêà ïîëîæèì δ = min1≥k≥n δxk/2. Íåêà x, y ∈ A ñà ïðîèçâîëíè
è óäîâëåòâîðÿâàùè ρ(x, y) < δ. Ñúùåñòâóâà k0 ∈ 1, . . . , n, òàêà ÷å x ∈ B(xk0 , δk0/2). Îò
íåðàâåíñòâàòà

ρ(y, xk0) ≤ ρ(y, x) + ρ(x, xk0) ≤ δ + δk0/2 ≤ δk0

è ñëåäîâàòåëíî y ∈ B(xk0 , δk0). Îò íåðàâåíñòâàòà

ρ(f(x), f(y)) ≤ ρ(f(x), f(xk0)) + ρ(f(xk0), f(y)) ≤ ε/2 + ε/2 = ε

è ñëåäîâàòåëíî f å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â A. �

Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R å ëèíåéíà ôóíêöèÿ, àêî ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ
âèäà f(t) = at + b çà íÿêîè a, b ∈ R. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å âñÿêà ëèíåéíà ôóíêöèÿ ñå
îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî îò ñòîéíîñòèòå ñè â äâå ïðîèçâîëíè òî÷êè.

Îáîáùåíèå íà ëåíåèíèòå ôóíêöèè ñà ÷àñòè÷íî ëèíåéíèòå ôóíêöèè. Êàçâàìå, ÷å f :
[0, 1] → R å ÷àñòè÷íî ëèíåéíà, àêî ñúùåñòâóâà äåëåíèå 0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xi <
· · · < xn−1 < xn = 1 íà èíòåðâàëà [0, 1], òàêà ÷å f äà áúäå ëèíåéíà ôóíêöèÿ âúâ âñåêè îò
èíòåðâàëèòå [xi, xi+1].

Òåîðåìà 11.20 Çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0,1] è âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ÷àñòè÷íî ëèíåéíà
ôóíêöèÿ g, òàêà ÷å ρ∞(f, g) < ε.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Òåîðåìà 11.19 ñëåäâà, ÷å f å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà âúðõó [0, 1].
Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî èçáðàíî ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñåêè x, y ∈
[0, 1], êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò |x − y| < δ å èçïúëíåíî |f(x) − f(y)| < ε/2. Íåêà äà èçáåðåì

N ∈ N, òàêî ÷å N >
1

δ
è äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà [0, 1] íà N íà áðîé èíòðåâàëà ñ ðàâíè

äúëæèíè 0 < 1/N < 2/N < · · · < (N − 1)/N < 1 è äà ïîëîæèì xi = i/N . Íåêà g ÷àñòè÷íî
ëèíåéíà ôóíêöèÿ, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà g(xi) = f(xi), çà âñÿêî i = 0, 1, . . . , N .

Çà âñÿêî x ∈ [0, 1] ñúùåñòâóâà i, òàêà ÷å x ∈ [xi, xi+1]. Îò íåðàâåíñòâîòî

|f(x)− g(x)| ≤ |f(x)− f(xi)|+ |f(xi)− g(x)| < ε/2 + ε/2 = ε

ñëåäâà, ÷å ρ(f, g) < ε. �
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Ñëåäñòâèå 11.4 Ìíîæåñòâîòî îò ÷àñòè÷íî ëèíåéíèòå ôóíêöèè â èíòåðâàëà [0, 1] å
íàâñÿêúäå ãúñòî â C[0,1].

Òåîðåìà 11.21 Íåêà (X, ρ) å ïúëíî ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî è f : X → X å íåðàçòÿãàùî
èçîáðàæåíèå. Àêî X å êîìïàêòíî, òî f èìà åäèíñòâåíà íåïîäâèæíà òî÷êà.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ðàçãëåäàìå íåêà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà ρ(x, f(x)). Îò íåïðåêúñíà-
òîñòà íà ôóíêöèèòå ρ(·, ·) è f ñëåäâà, ÷å è ôóíêöèÿòà ρ(x, f(x)) å íåïðåêúñíàòà. Òîãàâà
òÿ äîñòèãà ñâîÿòà òî÷íà äîëíà ãðàíèöà, âúðõó êîìïàêòíîòî ìíîæåñòâà X.

(45) ρ(x0, f(x0)) = inf
x∈X

ρ(x, f(x))

Äà äîïóñíåì, ÷å f(x0) 6= x0. Òîãàâà íåðàâåíñòâîòî

ρ(f(x0), f 2(x0)) < ρ(x0, f(x0))

ïðîòèâîðå÷è ñ óñëîâèåòî çà ìèíèìàëíîñò (45). Ñëåäîâàòåëíî f(x0) = x0 ñ êîåòî ñúùåñò-
âóâàíåòî å äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà åäèíñòâåíîñòòà ñòàâà, êàêòî â Òåîðåìà 10.1. �

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1. Íåêà f : (X, ρX) → (Y, ρY ) å ëîêàëíî ëèïøèöîâî èçîáðàæåíèå, ò.å. çà âñÿêî
x ∈ X ñúùåñòâóâàò δx > 0 è Lx > 0, òàêà ÷å íåðàâåíñòâîòî

ρY (f(x), f(y)) ≤ LxρX(x, y)

å èçïúëíåíî çà âñÿêî y ∈ Bx(δx). Äîêàæåòå, ÷å àêî X å êîìïàêòíî, òî f å ëèïøèöîâà
ôóíêöèÿ.

11.7 Òåîðåìà íà Àðöåëà�Àñêîëè

Îïðåäåëåíèå 11.16 Ôàìèëèÿòà îò ôóíêöèè Φ äåôèíèðàíè â íÿêîé çàòâîðåí èíòåðâàë
[a, b], ñå íàðè÷à ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà, àêî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà K > 0, òàêà ÷å å
èçïúëíåíî |ϕ(x)| ≤ K çà âÿêî x ∈ [a, b] è âñÿêà ôóíêöèÿ ϕ ∈ Φ.

Îïðåäåëåíèå 11.17 Ôàìèëèÿòà îò ôóíêöèè Φ äåôèíèðàíè â íÿêîé çàòâîðåí èíòåðâàë
[a, b], ñå íàðè÷à ðàâíîñòåïåííî íåïðåêúñíàòà, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0,
òàêà ÷å å |ϕ(x1) − ϕ(x2)| ≤ K çà âåêè x1, x2 ∈ [a, b], óäîâëåòâîðÿâàùè íåðàâåíñòâîòî
ρ(x1, x2) < ε.

Òåîðåìà 11.22 (Àðöåëà�Àñêîëè) Ñåìåéñòâîòî Φ îò íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè, îïðåäåëåíî
â çàòâîðåíèÿ èíòåðâàë [a, b] å ïðåäêîìïàêòíî, òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å ðàâíîìåð-
íî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåêúñíàòî.
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåîáõîäèìîñò: Íåêà ñåìåéñòâîòî Φ å ïðåäêîìïàêòíî â C[a,b]. Òîãàâà îò
Òåîðåìà 11.4 çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà êðàéíà ε/3�ìðåæà ϕ1, . . . , ϕn â Phi. Âñÿêà îò
ôóíêöèèòå ϕi, i = 1, . . . , n å íåïðåêúñíàòà è îãðàíè÷åíà |ϕi(x)| ≤ Ki. Íåêà ïîëîæèì
K = max{Ki}+ε/3. Ïî îïðåäåëåíèåòî çà ε/3�ìðåæà, ñëåäâà ÷å çà âñÿêî ϕ ∈ Φ ñúùåñòâóâà
ïîíå åäíî ϕi, òàêà ÷å

ρ(ϕ, ϕi) = max
x∈[a,b]

|ϕ(x)− ϕi(x)| ≤ ε

3
.

Ñëåäîâàòåëíî
|ϕ(x)| ≤ |ϕi(x)|+ ε

3
≤ Ki +

ε

3
≤ K,

ò.å. Φ å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî.
Îò ôàêòà, ÷å ôóíêöèèòå ϕ1, . . . , ϕn îáðàçóâàùè ε/3�ìåðæà ñà íåïðåêúñíàòè ñëåäâà

÷å ñà ðàâíîìåðíî íîïðåêúñíàòè â èíòåðâàëà [a, b]. Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δi,
òàêà ÷å

|ϕi(x1)− ϕi(x2)| < ε

3
,

âèíàãè êîãàòî |x1 − x2| < δi/3. Íåêà ïîëîæèì δ = min
i=1,...n

δi. Çà ïðîèçâîëíà ôóíêöèÿ ϕ ∈
Φ èçáèðàìå ϕi, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî ρ(ϕ, ϕi) < ε/3. Òîãàâà çà âñåêè äâå
x1, x2 ∈ [a, b], ñâúðçàíè ñ íåðàâåíñòâîòî |x1 − x2| < δ/3 å èçïúëíåíî:

|ϕ(x1)− ϕ(x2)| ≤ |ϕ(x1)− ϕi(x1)|+ |ϕi(x1)− ϕi(x2)|+ |ϕi(x2)− ϕ(x2)| < ε,

ò.å. ôàìèëèÿòà Φ å ðàâíîñòåïåííî íåïðåêúñíàòà.
Äîñòàòú÷íîñò: Íåêà Φ å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà è ðàâíîñòåïåííî íåïðåêúñíàòà ôà-

ìèëèÿ îò ôóíêöèè. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 11.4 å äîñòàòú÷íî äà ïîêàæåì, ÷å çà âñÿêî ε > 0
ñúùåñòâóâà êðàéíà ε�ìðåæà. Ïî óñëîâèå ñúùåñòâóâàò K, δ > 0, òàêèâà ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ
ϕ ∈ Φ å èçïúëíåíî |ϕ(x)| ≤ K è çà âñåêè äâå |x1 − x2| < δ å â ñèëà |ϕ(x1)− ϕ(x2)| < ε/5.

Íåêà ðàçáèåì èíòåðâàëà [a, b] íà èíòåðâàëè a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b ñ
äúëæèíà ïî�ìàëêà îò δ è ïðåêàðàìå ïåðïåíäèêóëÿðíè íà îñòà Ox ïðàâè ïðåç òî÷êèòå xi,
i = 0, 1, . . . , n. Íåêà ðàçáèåì èíòåðâàëà [−K,K] ïî îñòà Oy íà èíòåðâàëè −K = y0 < y1 <
· · · < ym−1 < ym = K ñ äúëæèíà ïî�ìàëêà îò ε/5 è äà ïðåêàðàìå ïåðïåíäèêóëÿðíè íà
îñòà Oy ïðàâè ïðåç òî÷êèòå yi, i = 0, 1, . . . ,m. Ïî òîçè íà÷èí ïðàâîúãúëíèêà a ≤ x ≤ b,
−K ≤ y ≤ K ãî ðàçáèâàìå íà n×m ïðàâîúãúëíèòñè ñ ðàçìåðè íà ñòðàíèòå ïî-ìàëêè îò
ε/5 è δ ñúîòâåòíî. Íà âñÿêà ôóíêöèÿ ϕ ∈ Φ ñúïîñòàâÿìå íà÷óïåíà ëèíèÿ ψ ñ âúðõîâå â
òî÷êèòå (xk, yi), êàòî òî÷êàòà (xk, yi) å èçáðàíà òàêà ÷å |ϕ(xk)−ψ(xk)| < ε/5. ïî ïîñòðîåíèå
ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà:

|ϕ(xk)− ψ(xk)| < ε/5, |ϕ(xk+1)− ψ(xk+1)| < ε/5, |ϕ(xk)− ϕ(xk+1)| < ε/5,

îò êúäåòî ñëåäâà, ÷å |ψ(xk)−ψ(xk+1)| < 3ε

5
. Îò ëèíåéíîñòòà íà ôóíêöèÿòà ψ â èíòåðâàëà

[xk, xk+1] ïîëó÷àâàìå, ÷å

|ψ(xk)− ψ(x)| < 3ε

5
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çà âñÿêî x ∈ [xk, xk+1].
Íåêà x ∈ [a, b] å ïðîèçâîëíà òî÷êà. Èçáèðàìå xk, íàé�áëèçêàòà îò ëÿâî íà x. Òîãàâà

|ϕ(x)− ψ(x)| ≤ |ϕ(x)− ϕ(xk)|+ |ϕ(xk)− ψ(xk)|+ |ψ(xk)− ψ(x)| ≤ ε.

Ñëåäîâàòåëíî âñè÷êè íà÷óïåíè ëèíèè ñ âúðõîâå (xk, yi) îáðàçóâàò êðàéíà ε�ìðåæà. �
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